Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


A    4461 


ENCYCLOPÉDIE  SCIENTIFIQUE 


PLOMtE   SOUS    I.A    DIRECTION' 


du  D'  TOULOUSE,  Directeur  du  Laboratoire  de  l'Ecole  des  Haules-Éludes 
Secrétaire  général  :  H.  PIÉRON,  Agrégé  de  l'Université. 


BIBLIOTHÈQUE  DE  MÉCANIQUE  APPLIQUEE  ET  GENIE 

Directeur  :  M.  D'OCAGNE 

Ingénieur  des  l'onls  et  Chaussées,  Professeur  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées, 

Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique. 


BALISTIQUE  EXTÉRIEURE 

RATIONNELLE 

(PROBLÈME  BALISTIQUE  PRINCIPAL) 


!-■       - 


^'^^        J^.^ 


BALISTIQ 


w^ 


EXTÉRIEURE 


RATIONNELLE 


(PROBLEME  BALISTIQUE  PRINCIPAL) 


PAU 

Le  Commandant  P!  CHARBONNIER 

CHEF     d'escadron     D' ARTILLERIE     COLONIALE 


Avec  76  figures  dans  le  texte. 


PARIS 
OCTAVE    DOIN,    ÉDITEUR 

8,    PLACE    DE    l'ODÉOX.    8 


1907 
Tous  droits  réservés. 


BALISTIQUE  EXTÉRIEURE 

RATIONNELLE 

(problème  balistique  principal) 


INTRODUCTION 


I    I .   —  La  balistique  extérieure  rationnelle 

I.  Objet  de  la  Balistique  Extérieure.  —  L'étude 
du  mouvement  d'un  corps  pesant  de  l'orme  (pielconquc 
dans  un  milieu  résistant  est  un  problème  inabordable  dans 
l'état  actuel  de  la  Physique,  de  la  Mécanique  et  de  l'Ana- 
lyse. 

La  Balistique  Extérieure  étudie  seulement  le  mouvement 
dans  l'air  de  corps  solides  —  les  projectiles  de  Tartillerie 
—  qui  jouissent,  au  point  de  vue  mécanique,  de  pro])riétés 
spéciales,  f<ràce  auxquelles  le  problème  balistique  devient 
notablement  plus  sinq)le  et  plus  accessible  au  calcul. 

1a»s  simplilications  qu'on  aj)porte  au  problème  «j^énéral 
constituent  les  hypothèses  (jui  permettent  de  ramener 
l'étude  d'un  phénomène  naturel  très  conq)lexe  à  une  ques- 
tion de  Mécanique  pure  et  de  constituer,  sur  des  bases 
loijiques,  la  Balistique  Iij'tcricurc  raliniinelh' . 
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2  INTRODUCTION 

Cette  science  met  en  présence  quatre  clioses  :  la  Terre,  la 
Gravité,  V Atmosphère  et  le  Projectile.  Les  hypothèses  néces- 
saires au  développement  de  la  Balistique  se  rapportent  à 
chacune  de  ces  quatre  choses. 

1.  La  Terre.  —  On  suppose  d'abord  dans  l'élude  du 
mouvement  des  projectiles  sur  les  trajectoires  usuelles,  limi- 
tées dans  les  deux  sens  à  la  surface  de  la  terre,  que  celle  ci 
est  plane  et  immobile. 

La  première  hypothèse  relativement  à  la  forme  plane  de 
la  terre  peut  être  admise  parce  que  l'étendue  des  trajectoires 
actuelles  (20  km.  au  maximum)  est  extrêmement  petite  rela- 
tivement au  rayon  du  globe  terrestre  ((^^^i  km.).  L'erreur 
produite  sur  la  portée  parcelle  très  faible  courbure  ne  peut 
qu'être  très  petite  relativement  à  la  portée  elle-même  ;  on 
est  conduit  à  la  négliger,  en  première  approximation  tout 
au  moins,  quitte  à  donner  le  moyen  de  l'évaluer  en  deuxième 
approximation. 

L'immobilité  de  la  terre  est  une  hypothèse  du  même  ordre. 
La  rotation  de  la  terre  influe  sur  les  trajectoires  des  projec- 
tiles ;  mais  cette  influence,  quand  on  la  traduit  en  nombres, 
en  faisant  intervenir  la  vitesse  réelle  de  rotation  de  la  terre 
et  la  petitesse  de  nos  trajectoires,  est  extrêmement  mi- 
nime. 

On  pourra  donc  encore  admettre,  tout  d'abord,  l'hypo- 
thèse de  l'immobilité  de  la  terre,  quitte  à  donner  plus  tard, 
dans  une  deuxième  approximation,  le  moyen  d'évaluer 
l'erreur  ainsi  consentie. 

3.  La  gravité.  —  Dans  l'étude  du  mouvement  des 
projectiles,  on  suppose  d'abord  que  la  gravité  est  une  force 
constante  en  yrandeiir  et  en  direction. 


g 


BALISTIQUE    EXTERIEURE    RATION^îELLE  3 

On  sait  que  ces  deux  liypothèses  ne  s'appliquent  légiti- 
memcnl  qu'à  une  petite  étendue  autour  d'un  point  du  globe, 
mais  qu'en  réalité,  la  gravité  varie  suivant  l'altitude  el  que 
sa  direction  passe  à  peu  près  par  le  centre  de  la  terre.  Elle 
varie  aussi  avec  la  latitude  du  lieu  où  se  fait  le  tir. 

La  petitesse  de  nos  trajectoires  actuelles  relativement  aux 
dimensions  du  globe  autorise  à  admettre  en  première 
approximation,  la  constance  de  la  gravité,  en  grandeur  et 
on  direction. 

Une  seconde  approximation  permettra  d'évaluer  l'impor- 
tance de  Terreur  introduite  par  ces  hypothèses. 

4.  L'Atmosphère.  —  Le  cas  le  plus  simple  consiste 
évidemment  à  supposer  que  l'air  où  se  meut  le  projectile 
est  homogène  et  immobile. 

Mais  en  réalité  la  densité  de  l'air  et  la  résistance  qui  en 
est  une  fonction,  varient  avec  l'altitude.  Or,  à  cause  du  peu 
d'étendue  en  hauteur  de  la  plupart  des  trajectoires  utilisées 
par  l'artillerie,  la  variation  en  densité  est  faible  de  l'origine 
au  sommet.  11  en  résulte  qu'en  première  approximation, 
l'hypothèse  de  la  densité  constante  devra  être  admise  et 
qu'on  pourra  calculer,  comme  deuxième  approximation, 
le  terme  correctif,  en  général  petit,  du  à  la  variation  de  la 
densité  de  l'air  avec  l'altitude. 

L'hypothèse  de  l'innïiobilité  de  l'atmosphère  ne  présente 
pas  le  mèine  caractère  (pie  les  précédentes,  car  le  vent 
atmosphéri<]ue  doit  être  considéré  connue  un  phénomène 
accidentel.  Ses  effets  d'ailleurs  seront  en  général  très  faibles 
relativement  aux  dimensions  de  la  trajectoire  en  air  calme, 
à  cause  de  la  petitesse  de  la  >itesse  ordinaire  du  vent  relati- 
vement à  la  vitesse  dont  est  animé  le  boulet.  Il  en  résulte 
que  reff(4  du  vent  pourra  être  calculé  comme  une  seconde 
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approximation,  tandis  que  le  problème  ordinaire  supposera 
l'air  calme. 

5.  Le  Projectile.  —  Un  projectile  qui  se  meut  dans 
un  milieu  résistant  est  sollicité  par  deux  espèces  de  forces  : 
par  la  pesanteur  qui  agit  sur  toutes  ses  particules  et  par  la 
résistance  qui  s'exerce  sur  tous  les  points  de  sa  surface.   ' 

En  vertu  d'un  théorème  connu  «  ([uele  centre  de  gravité 
d'un  corps  solide  se  meut  de  la  même  manière  que  si  toute 
la  masse  y  était  concentrée  et  que  toutes  les  forces  exté- 
rieures y  fussent  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  », 
le  mouvement  de  translation  du  projectile  est  le  même  que 
celui  d'un  point  matériel  de  masse  égale  au([uel  serait  appli- 
quée la  résultante  à  chaque  instant  de  la  pesanteur  et  de  la 
résistance. 

Si  on  considère  des  projectiles  sphériques  dont  le  centre  de 
gravité  coïncide  avec  le  centre  de  ligure,  ou  des  projectiles 
oblongs  assujettis  à  se  mouvoir  dans  le  sens  même  de  leur 
axe,  la  résistance  de  l'air  se  réduit,  j)ar  une  raison  évidente 
de  symétrie,  à  une  force  unique  dirigée  en  sens  inverse  du 
mouvement  de  translation.  L'expérience  montre  ([ue,  dans 
ce  cas,  la  résistance  ne  dépend,  pour  inie  >aleur  donnée  de 
la  densité  du  milieu,  que  de  la  vitesse  de  translation. 

On  dit  alors  que  la  résistance  est  tanfjentiellc. 

Dans  le  cas  général  du  mouvement  d'un  mobile  de  forme 
quelconque  lancé  arbitrairement  dans  l'air,  la  résistance 
varie  à  chaque  instant,  d'abord  avec  la  vitesse  du  mobile, 
puis  avec  la  façon  dont  il  présente  sa  surface  à  l'air.  La 
résistance  est  donc  fonction  (en  grandeur  et  direction]  de 
la  position  même  du  mobile  sur  sa  trajectoire  et  de  la 
vitesse  ;  elle  n'est  plus  tangentielle. 

Los  projectiles  oblomjs  lancés  par  l(»s  canons  de  l'artillerie 
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moderne,  prennent  sous  Faction  des  rayures,  un  mouve- 
ment rapide  de  rotation  autour  de  leur  axe.  Dans  ces  con- 
ditions, nécessaires  pour  assurer  Ja  stabilité  du  projectile 
sur  sa  trajectoire,  l'hypothose  d'une  résistance  tangentielle, 
n'est  pas  absolument  exacte.  L'axe  de  figure  n'est  pas  l'axe 
de  rotation  et  ni  l'un  ni  l'autre  ne  peuvent  rester  rigoureu- 
sement dirigés  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire. 

La  résistance  de  l'air  ne  se  réduit  donc  pas  à  une  force 
unique,  mais  à  une  force  et  à  un  couple  ;  elle  ne  peut  être 
rigoureusement  tangentielle. 

Le  phénomène  de  la  dérivation  des  projectiles  oblongs 
résulte  justement  de  la  non-coïncidence  de  l'axe  de  figure 
et  de  la  tangeute  à  la  trajectoire.  Or,  l'expérience  montre 
que  la  dérivation  n'éloigne  le  point  de  chute  du  plan  de 
projection  que  d'une  quantité  qui  est  toujours  très  faible 
par  rapport  à  la  portée  ;  d'autre  part,  l'élude  théorique 
du  phénomène,  d'accord  avec  l'expérience,  indique  que  dans 
le  cas  d'un  projectile  animé  d'une  grande  vitesse  de  rota- 
tion, l'écart  entre  l'axe  de  figure  et  la  tangente  reste,  en 
général,  très  petit. 

La  force  déviatrice  qui  est  appliquée  au  projectile  et  qui 
produit  la  dérivation  est  donc  toujours  très  faible  par  rap- 
port à  la  force  principale  qui  est  la  résistance  tangentielle. 
On  peut  donc  négliger  cette  force  déviatrice,  en  première 
approximation  toutau  moins,  et  considérer  indépendamment 
l'un  de  l'autre  le  mouvemcnl  principal  dû  à  la  seide  résistance 
tangentielle  et  le  mouvement  perturbateur  du  à  la  force  dévia- 
trice. 

6.  Problème  balistique  principal.  —  Les  consi- 
dérations qui  viennent  d'être  développées  conduisent  à  une 
simplification    très   grande   dans  l'étude  de  la  Balistique 
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Extérieure  rationnelle.  Elles  autorisent,  en  eflet,  la  division 
du  problème  en  deux  parties  de  caractères  diflerents  :  l'étude 
du  mouvement  principal  dû  à  l'action  simultanée  de  deux 
forces  importantes  et  l'étude  des  perturbations  dues  à  un 
grand  nombre  de  causes  de  faible  action. 

Le  problème  balistique  principal  s'énoncera  alors  ainsi  : 
Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  dans  un  milieu 
en  repos,  de  densité  constante,  qui  lui  oppose  une  résistance  tan- 
fjentielle,  fonction  de  la  vitesse.  —  La  terre  est  supposée  plane, 
et  immobile  ;  la  gravité  est  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. 

7.  Problèmes  balistiques  secondaires.   —   Le 

mouvement  du  projectile  étant  supposé  connu  par  la  solu- 
tion du  problème  balistique  principal,  il  y  aura  lieu  d'étu- 
dier les  modifications  que  les  hypotlièses  simplificatives  (jui 
ont  été  faites  apportent  à  la  trajectoire  véritable. 

Les  termes  correctifs  qui  s'introduiront  ainsi  seront  en 
général  très  petits;  d'après  un  principe  connu,  on  pourra 
les  calculer  séparément  et  leur  sonnne  donnera  la  correction 
totale  à  apporter  à  la  trajectoire  principale. 

En  les  rangeant  suivant  les  causes  qui  leur  donnent 
naissance,  les  Problèmes  balistiques  secondaires  seront  les 
suivants  : 

r     T     m  (1*^  Sphéricité. 

I.  La  Terre.     .     .  ,  .^„  a'„,„ii„„. 

/  j°  Variation  avec  Taltitude. 
IL  La  Gravité    .      .   5  \^  Variation  avec  la  latitude. 

'  5*^  Convergence  des  verticales. 

()°  Variation  de  la  densité  avec  l'al- 

■    7°  Vent  atmosphérique 
IV.  Le  Projectile.     .   \  8°  Dérivation. 


lll    L'Atmosphère    .  titudc. 
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8.  Objet  du  présent  volume.  —  On  traitera  exclu- 
sivement ici  du  problème  balistique  principal.  Mais  avant  d'en 
aborder  la  solution,  il  est  nécessaire  de  donner  quelques 
indications  sommaires  sur  les  lois  de  la  résistance  de  l'air. 
Cette  résistance  est  en  eflet  la  seule  force  inconnue  qui 
ligure  dans  l'énoncé  du  problème  balistique  principal  (6). 

I  2.   —  Lois  de  la  résistance  de  l'air 

9.  Lois  expérimentales.  —  L'étude  théorique  des 
lois  de  la  résistance  de  l'air  est  extrêmement  peu  avancée 
et  la  partie  de  la  physique  mathématique  qui  s'en  occupe 
est  encore  loin  de  pouvoir  rendre  compte  des  faits  expéri- 
mentaux. L'étude  expérimentale  de  ces  lois  a  >été  poussée 
très  loin  par  les  artilleurs,  car  la  valeur  numérique  de  la 
résistance  de  l'air  est  nécessaire  pour  le  calcul  dos  trajec- 
toires et  l'application  des  formules  de  la  Balistique  ration- 
nelle. Mais,  il  appartient  aux  traités  de  Balistique  Expéri- 
mentale de  donner  tous  les  détails  nécessaires  sur  les 
procédés  pratiques  utilisés  pour  la  détermination  des  lois 
de  la  résistance  de  l'air,  et  de  discuter  les  nombres  ainsi 
trouvés  par  l'expérience. 

Pour  aborder  et  traiter  complètement  la  Balistique  ration- 
nelle, il  importe  seulement  de  connaître  les  trois  lois  que 
l'expérience  a  mises  en  évidence  : 

V^  loi.  —  La  résistance  de  Vair  est  proportionnelle  à  la  den- 
sité de  Vair. 

2^  loi.  —  La  résistance  de  Vair  est  proportionnelle  à  la  sec- 
tion droite  du  projectile. 

3^  loi.  —  La  résistance  de  Vair  pour  des  projectiles  de  même 
section  et  de  formes  peu  différentes  peut  être 
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mise  sous  la  forme  i  ¥(v)  où  i  est  un  coefficient 
indépendant  de  la  vitesse  et  F(v)  une  même 
fonction  de  la  vitesse  pour  tous  ces  projectiles. 

10.  Expression  des  lois  de  la  résistance.  —  La 

résistance,  c'est-à-dire  la  force  R  en  kilogrammes  qui  s'op- 
pose au  mouvement  du  projectile,  s'écrira  d'après  les  trois 
lois  précédentes  • 

R  =  A  ^  i  F(v) 
4 

où  A  est  le  poids  du  mètre  cube  d'air  en  kilogrammes, 
nombre  proportionnel  à  la  densité  de  l'air. 

a  le  diamètre  du  projectile  en  mètres. 

î  r  indice  caractéristique  du  projectile. 

h' accélération  I  de  la  résistance  de  l'air  I  =  —  r=  R  iL 

m  p 

(p  étant  le  poids  du  projectile  en  kilogrammes  et  g  l'accélé- 
ration de  la  pesanteur)  s'écrit 

I  =  o  ^  f  A  —  F(i;) 
^4  P 

ou  bien,  en  supposant  que  le  facteur  numérique  g  —  entre 

4 
dans  F(v),  I  =  cF(v) 

Cl 

en  posant  c  =  i  A  —  . 

Le  nombre  c  est  le  coefficient  balistique  du  projectile  ;  cF(v) 
ou  souvent,  par  abréviation,  cF,  est  une  accélération  immé- 
diatement comparable  à  </.  Le  nombre  F  est  également  une 
accélération,  celle  du  projectile  dont  le  coefficient  balistique 
est  égal  à  l'unité. 
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La  résistance  H  en  kilogiammea,  qui  pourra  s( 


Il  poids  du  projetUlc,  est  R  - 


,F(„). 


.  Fonction  J{v).  —  La  fonction  V(v] 


iigni  entant 


très  vile  avec  v,  sa  représentation  graphique  n'est  pas  com- 
mode et  on  saisit  mal  les  lois  de  sa  variation.  Aussi  com- 
pare-t-on  souvent  la  fonction  F(ii)  k  des  fonctions  monômes 
ti,  tl^  V',  ou  11*. 

En  général,    on  considère  la    fonction  fiv)    telle    que 

Les  expériences  entreprises  au  polygone  de  Gàvre,  pour- 
suivies pendant  de  très  nombreuses  années  et  utilisant  plu- 
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sieurs  milliers  de  coups  de  canon,  ont  permis  de  délorminer 
la  forme  de  la  courbe  f^  v)  pour  les  projectiles  ogivaux  de 
la  marine.  Elle  est  figurée  ci -dessus. 

Cette  courbe  présente  une  certaine  symétrie  par  rapport 
au  point  qui  correspond  à  une  vitesse  de  Vi^)  mètres 
(approximativement  la  vitesse  du  son  dans  l'air).  Ce  point 
paraît  être  le  centre  de  la  courbe  qui  admettrait  une  asymp- 
tote horizontale  passant  par  ce  point.  Un  maximum  et 
un  minimum  symétriques  ont  lieu  pour  des  vitesses  de 
335  -j-  140  ==  4^5  mètres  environ  et  335  —  l 'jo  =  19  > 
mètres  environ. 

i'2.  Rôle  de  la  loi  de  résistance  dans  la  solu- 
tion du  problème  balistique.  —  En  considérant  la 
forme  de  la  courbe  dcs^d;),  on  peut  se  rendre  compte  des 
interprétations  successives  qui,  à  mesure  que  les  vitesses 
initiales  des  canons  augmentaient,  ont  dû  être  données  do 
la  loi  de  résistance  de  l'air,  de  la  progression  des  essais  ten- 
tés pour  résoudre  le  problème  balistique  en  spécifiant  la 
forme  de  la  fonction  F(u),  des  raisons  de  leur  succès  mo- 
mentané et  des  causes  de  leur  insuflisance  fmale. 

11  s'agissait  de  trouver,  pour  la  (onction  Fd»),  une  forme 
simple,  susceptible  de  permettre  la  résolution  analytique 
du  problème  balistique,  tout  en  ne  s'écartant  pas  trop  de 
la  loi  de  résistance  véritable. 

1°  Tant  qu'il  ne  s'est  agi  que  des  vitesses  très  faibles  que, 
dans  l'ancienne  artillerie,  on  imprimait  aux  bombes,  vitesses 
variant  entre  75  mètres  et  'ijo  mètres  environ,  la  loi  du 
carré,  d'ailleurs  regardée  comme  démontrée  théoriquement 
d'après  les  travaux  de  Newton,  a  pu  paraître  bien  sulVi- 
samment  exacte.  C'est  sur  cette  loi  c[u  Euler  a  basé  la  prc- 
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iniôrc  thf'Orie  balistique.  On  n'avail  encore  aucune  mesure 
de  la  résislance  de  l'air;  mais  la  courbe  dcs/(u)  présen- 
liint,  dans  les  régions  des  vitesses  utilisées,  un  minimum, 
In  loi  quadratique  restait  la  plus  salis  faisante. 

■x"  Pour  les  vitesses  plus  grandes  qu'on  fut  bientôt  amené 
A  considérer,  et  qui  s'éten- 
daient jusque  vers  35»  mètres 
le  général  Didion,  mettant  à 
profit  les  premièrcsdétcrmina- 
tiousde  la  résisUncc  del'air,  au 
moyen  du  pendule  balistique, 
remarquait  une  augmentation 
plus  rapide  de  la  résistance 
en  fonction  de  la  vitesse  que 
celle  qu'indiquait  la  loi  qua- 
dratique . 

\  la  courbe  des y(t'),  dans  la 
région  qui  s'étend  de  ioi>  mè- 
tres environ  à  !S'|"   mèti-es,  l>i 
inclinée  sur  l'axe  des  v,  t 


1  posanty^u)  ^^  a  -i-  bv. 


3°  Mais  cette  loi  elle-i 
fisantc  quand  les  cam 
4i>"  mètres  et  5oo  mètre 
sait  que  sur  une  étendue 
on  obtenait  des  points  de 


iiémo  ne  parut  bientôt  plus  suf- 

■uâ  atteignirent  des  vitesses  de 
.  La  droite  de  Didion  ne  compen- 
usufTisante  la  courbe  dcs_/'^u)  dont 


ploi  généralisé  des  clironograplies  électriques. 

Bashf'irlh  releva  la  droite  de  Didion  qu'il  fit  passer  par 
l'origine,  adoptant  ainsi  la  loi  cubique  I*\i')  ^  IV- 

',"  Mais  parmi  toutes  les  livi>otlièses  sinqiles,  susceptibles 
de  représenter  la  courbe  des_/{u)  avec  quelque  précision  et 
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de  faciliter  en  même  temps  la  solution  du  problème  balis- 
tique, la  plus  remarquable  est,  sans  contredit,  celle  de 
Piton-  Bressant  qui  remplace  la  courbe  dcs/(u}  dont  l'as- 
cension est  si  rapide  entre  ^So  mètres  et  5oo  mèlrca,  par 
une  parabole  du  second  degré  à  axe  vertical  ayant  son  som- 
met à  l'origine.  Cette  représentation  revient  ii  adopter  la 
^^  loi  bi(|uadraliqueF{f)^Biu'. 

Par  une  heureuse  fortune, 
il  arrive  que  la  loi  biquadra- 
tique  portée  dans  les  équations 
différentiel  les  du  mouvement 
permet  de  les  intégrer  h  Taide 
de  quelques  approximations 
sous  une  forme  qui  présente 
le  maximum  de  simplicité. 

3°    Mais    l'application    de 

cette  loi  au  delà  de  5oo  mètres 

cesse  d'Être  logique  :  elle  perd 

alors  toute  signil'ication  et  a  dû 

Fij;,  J.  être  abandonnée  en  pratique. 

i3.  Base  réelle  du  problème  balistique.  —  Cette 
façon  d'envisager  la  solution  du  problème  balistique  en 
a'imposant  la  représentation  sous  une  forme  simple  d'une 
loi  très  compliquée,  ne  peut  évidemment  conduire  à  une 
théorie  présentant  quelque  généralité.  En  décomposant 
ainsi  en  tranches  la  loi  de  résistance  de  l'air,  en  substituant 
k  la  courbe  desy(ii)  tantôt  une  droite,  tantôt  une  parabole, 

voire  une  hyperbole  |  F(v)  ^  a  —  bv  d'oùJ{v')  = — 

qui  est  peut-être  la  courbe  simple  repi'éscntant  le  mieux. 
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sur  une  grande  étendue  et  pour  les  grandes  vitesses,  la 
fonction  y(v),  on  n'obtiendra  évidemment  que  des  formules 
partielles  ne  s'appliquant  qu'entre  des  limites  déterminées. 

Il  n'y  aura  aucune  unité  de  méthode  ni  de  formules 
dans  ces  solutions  particulières,  et  l'application  en  sera 
même  des  plus  difficiles  dans  la  pratique  où  les  tirs  qu'on 
veut  étudier  sortiront  souvent  des  limites  que  l'on  a  tracées 
d'avance  à  l'emploi  de  la  théorie. 

Si  ces  modes  de  représentation  ont  eu  leur  utilité  à  leur 
heure,  la  manière  dont  on  envisage  actuellement  la  solution 
du  problème  balistique  paraît  leur  avoir  fait  perdre  une 
grande  partie  de  leur  intérêt. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  du  projectile 
s'établissent  évidemment  en  laissant  à  la  résistance  la  forme 
générale  et  implicite  F(i;).  La  solution  vraiment  rationnelle 
et  générale  du  problème  balistique  qui  consiste  dans  l'inté- 
gration de  ces  équations  différentielles,  devrait  conserver 
cette  indétermination  de  la  fonction  F(i»)  jusque  dans  les 
formules  d'application. 

Le  problème  devrait  être  résolu  en  lui-même,  par  des 
procédés  généraux  et  non  à  l'aide  des  artifices  analytiques 
que  peut  permettre  le  choix  d'une  forme  explicite  de  la 
fonction  F(v). 

La  solution  devrait  pouvoir  s'appliquer  identiquement, 
non  seulement  à  la  loi  particulière  de  résistance  qui  con- 
cerne les  projectiles  en  usage  à  une  certaine  époque,  mais 
à  une  fonction  quelconque  exprimant  la  résistance.  On 
aurait  alors  une  solution  générale  du  problème  mécanique 
posé,  solution  dans  laquelle  il  suffirait  d'introduire  pour 
les  applications  numériques,  comme  cas  particulier,  pour 
ainsi  dire,  telle  loi  de  résistance  de  l'air  qu'on  voudra. 
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On  peut  dire  que  cette  manière  d'envisager  d'ensemble 
le  problème  balistique,  jointe  à  la  solution  approchée  qui  a 
pu  être  donnée  dans  certains  cas  spéciaux  constitue  un  des 
progrès  les  plus  considérables  qui  aient  été  faits  en  Balis- 
tique Extérieure.  Le  mérite  en  revient  pour  la  pins  grande 
partie  à  deux  savants  artilleurs  italiens,  le  colonel  de  Saint- 
Robert  et  le  colonel  Siacci. 

A  l'heure  actuelle,  il  est  possible  d'élargir  la  même  idée 
de  manière  à  lui  faire  embrasser  la  Balistique  Extérieure 
rationnelle  tout  entière. 

Il  n'est  pas  inutile  cependant  d'étudier  et  de  traiter  les 
problèmes  particuliers  définis  pas  une  loi  simple  de  résis- 
tance. Outre  leur  application  encore  possible  à  des  cas  bien 
déterminés,  ils  ont  une  importance  historique  considérable; 
leur  connaissance  est  nécessaire  pour  lire  les  travaux  des 
balisticiens  et  pour  comprendre  les  rapports  des  commis- 
sions d'expérience  ;  enfin  certaines  questions,  inabordables 
par  une  théorie  générale,  admettent  dans  des  cas  particuliers 
une  solution  complète  qui  peut  déjà  donner  des  résultats 
approchés,  d'une  application  assez  étendue  et  d'une  généra- 
lisation possible. 
• 

I  3.  —  Divisions  de  l'ouvrage 

i'i.  Les  deux  premiers  livres.  —  Une  division 
logique  d'une  science  est  bien  souvent  le  critérium  le  plus 
sur  de  son  degré  d'avancement;  aussi  est-il  en  général 
impossible  d'établir  à  priori  une  division  dont  la  base  sup- 
pose forcément  la  connaissance  même  de  la  science  pres- 
que entière.  Les  parties  naturelles  de  la  Balistique  Exté- 
rieure rationnelle  s'établisserit,  comme  on  le  verra,   par 
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la  discussion  d'une  certaine  équation  différentielle  (io5). 

On  ne  peut  donc  donner  ici  que  la  division  de  la  partie 
de  l'ouvrage  qui  conduira  le  lecteur  jusqu'à  cette  première 
étape. 

Le  problème  balistique  principal  met,  en  un  point  de  la 
trajectoire,  en  présence  deux  forces  la  gravité  g,  V accéléra- 
tion de  la  résistance  de  Vair  cF(v)  et  une  direction  l inclinai- 
son  T  de  la  tangente  à  la  trajectoire  ;  la  considération  de  ces 
trois  éléments  suffit  évidemment  pour  établir  les  équations 
différentielles  du  mouvement.  Or  le  problème  balistique 
se  simplifiera  notablement  quand  l'influence  de  l'un  ou 
de  l'autre  de  ces  éléments  disparaîtra. 

Le  livre  I  de  l'ouvrage  sera  donc  consacré  à  Tétude  des 
Cas  limites  du  problème  balistique  qui  seront  évidemment  au 
nombre  de  quatre  : 

cF(i')  =  o.      Mouvement  dans  le  vide, 

g  =.  o.      Mouvement  rectiligne  dans  Vair. 

TT       Mouvement  ascendant  d'un  point  pesant  dans 

'1  un  milieu  résistant, 

TT       Mouvement  descendant  d'un  point  pesant  dans 

•1  un  milieu  résistant. 

Le  livre  II  :  Les  propriétés  générales  des  trajectoires  atmo- 
sphériques, traitera  de  toutes  les  questions  que  l'on  peut 
aborder  par  la  seule  discussion  des  équations  différentielles 
du  mouvement.  Il  se  terminera  par  la  classification  des  cas 
où  on  peut  intégrer  ces  équations  dilTérentiellos,  ce  qui 
constituera  la  division  de  la  seconde  partie  de  l'ouvrage. 
Celle-ci  sera  consacrée  à  l'étude  détaillée  des  diflérents 
problèmes  ainsi  définis. 


LIVRE  PREMIER 

LES   CAS  LIMITES  DU  PROBLÈME 

BALISTIQUE 


CHAPITRE   PREMIER 

MOUVEMENT  DES  PROJECTILES  DANS  LE  VIDE 

§   I.  —  Equations  du  mouvement   dans  le  vide 

i5.  Équations  différentielles  du  second  ordre. 

—  Dans  le  vide,  une  seule  force  agit  sur  le  projectile, 
le  poids  qui  est  appliqué  au  centre  de  gravité.  Le  pro- 
blème balistique  principal  suppose  cette  force  constante 
en  grandeur  et  en  direction  (3) .  Le  centre  de  gravité  ne 
sortira  donc  jamais  du  plan  qui  contient,  à  un  instant 
quelconque,  la  direction  de  la  pesanteur  et  celle  de  la 
vitesse  acquise.  La  trajectoire  est,  par  suite,  une  courbe 
plane  contenue  dans  le  plan  vertical  du  premier  élément 
de  la  trajectoire.  Ce  plan  est  le  plan  de  projection. 

Soit  0  la  bouche  de  la  pièce  que  nous  prendrons 
comme  origine  de  la  trajectoire.  Le  mouvement  du 
centre  de  gravité  M  du  projectile  sera  ra|)porté  à  deux 
axes  rectangulaires  situés  dans  le  plan  de  projection, 
Ox  horizontal,  Oy  vertical. 
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Soient/}  le  poids  du  projectile,  y  la  gravilr,  /  lo  temps 
compté  à  partir  de  l'origine  0  de  la  trajectoire. 

Puisque  la  seule  force  appliquée  au  cenli*e  de  gravité 
agit  suivant  la  verticale,    la    projection  de    Taccéléra- 

tion  suivant  Taxe  des  x  est  nulle 
M-^.^  ^^  suivant  l'axe   des  y,   elle   est 

égale  à  —  (j.  On  a  donc  les  deux 
équations  du  mouveinont  sui- 
vantes : 


Ces  équations  s'intôgrorit  facilement 
sous  cette  forme.  Ainsi,  imc  première  intégration  donne 

dl  (Il  •' 

On  voit  que  les  deux  mouvements  suivant  les  axes 
des  X  et  des  y  sont  indépendants  l'un  de  l'autre  :  le 
premier,  suivant  l'axe  des  x  est  uniforme  et  de  vitesse 
constanuuent  égale  à  G.  Le  second,  suivant  i'a\o  des  y, 
est  uniformément  retardé;  ce  mouvement  est  celui  d'un 
projectile  lancé  verticalement  avec  une  vitesse  G  . 

On  a  d'ailleurs,  en  faisant  t  =  o 

C  =  \q  cos  a  G^  =  Vo  sin  a. 

Yq  est  la  vitesse  initiale. 
OL  est  V angle  de  projection. 

i6.  Les  quatre  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  —  Afin  de  rapprocher  la  forme  des 
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expressions  des  éléments  de  la  trajectoire  dans  le  vide  de 
celle  que  l'on  adopte  en  général  pour  la  solution  du 
problème  balistique  dans  Tair,  on  transformera  les 
deux  équations  différentielles  du  second  ordre  en  quatre 
équations  du  premier  ordre  de  la  manière   suivante   : 

Soient  v  la  vitesse  du  projectile  au  point  M  et  t  /'//i- 
clmaison  sur  l'horizontale  de  la  tangente  à  la  trajectoire 
au  même  point. 

On  a  les  deux  relations 

dx  (ly 

— —  ==  V  cos  T  —f-  =  V  sm  T. 

dt  dt 

Les  deux  équations  différentielles  du  second  ordre 
deviennent  alors 

d{v  cos  t)  d[v  sin  t) 

— ^ — j — -^  =  o  — ^ — r. — -  =  —  7 

dl  dt  ^ 

ou,  en  développant  les  numérateurs  : 

dv  .         d'z 

cos  T-77  —  ysinT-7^  =  o 

dt  dt 

dv     ,  d-z 

sm  T  -j \-  V  cos  T  -7-  =  —  q. 

dt  dt  • 

Multipliant  la  première  par  sin  t  r//,  et  la  seconde  par 
cos  T  dt  et  retranchant,  il  viendra  : 

,  V  dz 

,jdt  =  - 


cos  T 


Remplaçant  alors  dt  par  sa  valeur  en  fonction  de 
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i»  et  T  dans  les  expressions  de  dx  et  de  dy  et  posant 
u  ==  V  cos  T  on  obtiendra  le  système  des  quatre  équa- 
tions différentielles  suivantes  qui  sont  celles  qu'on  se 
proposait  d'établir  : 

,                                                j                u^    d'Z 
du  =  o  dx  = T- 

g   cos^'t 

,.  u      dx  j  u^  rfx 

rf/  = 5—  a  y  = tg  T  — ^- . 

g    cos^  T  "^  g  cos*  t 

17.  Intégration  avec  la  variable  t.  —  La  pre- 
mière équation,  c/u  =  o,  donne  u  =  const.  Comme,  à 
Torigine,  on  a  u,j  =  V^  cos  a,  la  constante  est  égale  à 
Vq  cos  a,  d'où  ce  théorème  :  La  vitesse  horizontale  se 
conserve  constante  dans  le  vide  et  on  a,  en  chaque  point 
de  la  trajectoire^  u  =  V^  cos  a. 

Remplaçant  alors,  dans  les  trois  autres  équations 
différentielles  u  par  u^  et  intégrant,  il  viendra  le  sys- 
tème suivant  qui  résoud  le  problème  du  mouvement 
dans  le  vide,  avec  la  variable  t  : 

u  =  u^  X  =  -^  (tg  a  —  tg  t) 

18.  Expression  de  l'arc  s.  —  On  remarquera,  en 
outre,  l'expression  de  l'arc  s  de  la  trajectoire,  en  fonc- 
tion de  l'inclinaison  t. 


On  a  :     ds  =  \Jdx^  +  dy^  = 


d-z 


g    cos^  T 
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et  cette  équation  s'intégrera  par  la  formule  : 
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u. 


*  =  ^[5.W-i.W] 


en  posant 


^^w:=  r^=T  [^7+^°^*^  (t+"^). 


Cette  intégrale  s'obtient  facilement  par  une  intégration 
par  parties,  développée  ainsi  qu'il  suit  : 

^^  ^  Jo        COS"*  T  Jq       cos  t     COS^  t 


I      ,  /'t  sin  t    _ 


COS  T 

sin  T 

COS^  T 


cos-  T 


sin 
cos 


d'où 


in  T          /"x  sin-  t 
— ; /     r. —  dT 

os-  T  Jo      cos  *  T 

/"t  I  —  cos^  T    -         sin  T        -  ,  V  ,     /'t   c?T 

•   /     ^ aT  =  — i —  —  Ç>  W+  /     

Jo  COS"*  T  cos'  T  Jo     cos  T 

^^   ^  '2     |_  cos-  T  Jo         cos  T  J 


dT 


2.  Sin 


;„/|.+  Ijeos(^  +  i 


,''   TC 


Logtg(^-^  +  -: 


c.q.f.d. 

On  posera  aussi  parfois         Ço(t)  =  Log  Ig  (7-+  --)  • 


TT 
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19.  Changement  de  variables.  Formules  des 
éléments  d'un  point  de  la  trajectoire.  —  Dans 

les  formules  du  n°  17,  qui  donnent  /,  x  et  y  en  fonction 
de  T,  on  peut,  par  des  transformations  aisées,  prendre, 
au  lieu  de  t  comme  variable  indépendante,  celle  des  trois 


H 

o 
u 


VARIABLE    T 


_    "0 


yltga 


X 


U: 


J* 


=  —    tg-a 

2g     ^    ^ 


tgT 

tgT 

tg^X^ 


li 


V 


V  =z 


0 


COS  T 


VARIAIILE    / 


2 


tgTi=tga  — 


J?    m      Wy/ 


y  —  ii^^t  Ig  a  —  —  (/^2 


u=H,y/i 


+    tg=:- 


.7' 


U 


«•  / 


VARIABLE    a? 
J 


Î/JP 


U 


0 


u 


0 


y  iz:  J-  !g  a  — 


^«0 


"— "0  y/^+  (%« — 


*  Le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  -j-  seulement,  car  ces  radicaux  sont  l'expressif 


variables  t^  x  on  y  qu*on  voudra.  A  l'aide  de  la 
relation  v  cost  =  Wq,  on  pourra  aussi  prendre  v  comme 
variable. 

Le  tableau  ci-dessus  résume  rensenible  dos  fornmles 
qu'on  peut  ainsi  obtenir,  pour  un  point  quelconque  de 
la  trajectoire,  en  fonction  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces 
5  variables  naturelles  et  dos  données  à  roriglne  (a,  VJ . 
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Remarquons  que  Téquation  y  = 


Vî 


v 


résulte  direc- 


tement de  Tapplication  du  théorème  des  forces  vives  et  que 


u„ 


les  deux  expressions  v  = —  et  a?  =:  uJ,  sont  la  traduc- 

COS  T 


VARIABLE  y 

4 


«otgazbYaJtg-a— 


9 


2î?/ 


=  v/v^- 


0  —  "^(jy 


VARIABLE    V 


5 


COS  X 


_  "o 


V 


g 

a7Z3 


tgazt 


J  = 


2? 


Vil 


)8  X  pour  X  compris  cutro  -\-  —  ot  —  -ra- 


tion du  théorème  de  la  constance  de  la  vitesse  horizontale 


t\ 


Exercice.  —  Prendre  comme  variable  la  vitesse  verticale 
=  V  sin  T  ;  on  a  i'^  --^^^  V^  sin  a.  Les  formules  sont  : 


^'' 


::^^lj^ra;;=--  (v^  —  vA  \x  = 

'  0  J       \  / 


V 


0 


cotg  a   (  l'o 


^y  /  ' 


■■;/   V 
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20.  équations  intrinsèques.  —  Si  on  projette 
les  forces  qui  agissent  en  un  point  de  la  trajectoire  sur 
la  tangente  et  la  normale  en  ce  point,  on  sait  qu'on 
obtient  les  équations  différentielles  dites  intrinsèques  de 
la  trajectoire. 

On  aura  sur  la  tangente  : 

dv 


et  sur  la  normale  : 

Fig-  5.  =  —  g  cos 


r  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  M. 
D'après  ces  équations,  on  voit  : 

I**  que  -T-  s'annule  pour  x  =  o  (sommet  de  la  tra- 
jectoire). La  vitesse  v  passe  donc  par  un  minimum. 
En  effet,  on  a 

(Pv  (h  _  cos-  -;: 

c'est-à-dire  une  quantité  positive. 

2^  que   le   rayon  de  courbure  /•  = est 

cf  cos  T 

minimum  au  même  point,  puisque  v  est  minimum  et 
cos  T  =  I,  maximum.  Pour  la  valeur  i\  du  rayon  de 

courbure  au  sommet,  on  a  :  /^^  = ^  ou  en  vertu 

.  il 
du  théorème  de  la   constance  de  la  vitesse  horizontale 
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I  2.  —  Trajectoire  du  vide 

21.    équation  de  la  trajectoire.    —  Dans   le 
tableau  du  n**   19,  l'expression  de  y  en  fonction  de  x 

[6^  colonne,  4^  ligne] 
représentera  la  trajec- 
toire ;  c'est  l'équation 
suivante  ; 

.2 


j  =  a?  tg  a  — 


gx' 


2  M 


o 


Fig.  6. 


La  trajectoire  est 
une  parabole  à  axe  vertical  dont  la  tangente  à  l'origine 
a  l'inclinaison  a. 

Par  un  déplacement  parallèle  des  axes  de  coordon- 
nées, il  est  aisé  de  mettre  cette  parabole  sous  la  forme 
réduite.  Il  suffît,  en  effet,  de  poser  : 


u: 


X  =  — ■  ter  a 
9 


X. 


et 


u: 


y  =  ^  tg^  a 

^  2^     ° 


1* 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  tra- 
jectoire, on  obtient  l'équation  : 


x\ 


il 


Jl- 


La  parabole  se  trouve  ainsi  rapportée  à  son  sommet. 

Ce  point  est  aussi  le  sommet  de  la  trajectoire  qui  se 
compose  de  deux  branches  symétriques  :  la  branche 
ascendante^  allant  de  l'origine  au  sommet,  et  la  branche 
descendante  située  au  delà  du  sommet. 

S'il  n'y  avait  pas  de  pesanteur,  le  projectile  suivrait 

D.VLISTIQUE.  1 
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constamment  la  ligne  de  projection,  c^est-à-dirc  la  droite 
y  =  ig  OL.  Rabaissement  H  est  la  quantité  dont  le  pro- 
jectile est  tombé  au-dessous  de  sa  tangente  initiale; 
il  a  pour  expression 

H  ==  ^—7-  ou  encore  H  =  —  qt' 

d'après  l'expression  de  t  en  fonction  de  x  (tableau  du 
n°  19,  col.  3,  lig.  2). 

22.  Directrice  et  foyer.  —  On  sait  que  lorsque 
une  parabole  est  mise  sous  la  forme  réduite  x^  =  2j[>j, 
la  directrice  se  trouve  à  une  distance  du  sonnnet  égale 

^    P 
a  ^^  . 

2 

Or,  nous  avons  mis  l'équation  de  la  trajectoire  sous 

2  2 

la  forme  réduite  x]  =  — ^v, .  On  a  donc  p  =  — ^. 

La  directrice  se  trouve  ainsi  à  une  distance  verticale 

— ^  au-dessus  du  sommet.  Mais  le  sommet  lui-même, 

d'après  le  changement  de  coordonnées  qui  a  été  fait  (2 1  ) 

se  trouve  à  une  distance  — -  tg^  a  au-dessus  de  l'origine 
de  la  trajectoire.  " 

i^ar  suite,  la  directrice  est  à  une  distance 


au-dessus  de  l'orio^ine.  — -  est  la  liaiileur  due  à  la  vi- 
Icssc  V.,  c'est-à-dire  la  hauteur  h  à  laquelle  s'élève  le 
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projectile  quand  il  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  la  vitesse  V^. 

"2 

L3  foyer  de  la  parabole  se  trouve  à  une  distance  — - 
au-dessous  du  sommet.  ^ 

23.  Vitesse  du  projectile  en  un  point.  — Puisque, 
sur  toute  la  trajectoire,  la  vitesse  horizontale  u  est  cons- 
tante, on  a,  en  un  point  d^nclinaison  t  : 

V„  cos  a 
V  =  — . 


cos  T 

La  vitesse  qui  est  infinie  pour  x  =  —  ,  extrémité  de 

la  branche  ascendante,  en  amont  de  Torigine,  décroît 
jusqu'au  sommet  où  t  =  o  et  Vg  =  li^j.  Sur  la  branche 
descendante,  t  devient  négatif  et  la  vitesse  v  croît  jus- 
qu'à  l'infini,   pour  t  = ,  en   repassant  par  les 

mêmes  valeurs  que  sur  la  branche  ascendante,  pour  des 
ordonnées  égales. 

On  peut  encore  écrire  directement,  en  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  v^  =  Yl  —  2gy. 

La  vitesse  du  projectile  au  point  y  est  la  même  que 
s'il  était  tombé  de  la  directrice,  c'est-à-dire  d'une  hau- 

V" 

tour  — y,  en  partant  de  cette  directrice  avec  une 

vitesse  nulle. 

24.  Formules  du  sommet.  —  Le  sommet  est 
défini  par  la  condition  t  =  o. 

Les  6  quantités  qui  subsistent  dans  les  équations  du 
tableau  du  n°  19  sont  alors  ; 
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I  Uq      vitesse  initiale  hori-  \ 

,  )  zontale.  I       ^    .  ^r    , 

Données.  .  {^„^  ^^        ^^   de  V angle     c.-a^l.  V^ela. 

\  (le  projection . 

/  Xs     abscisse  du  sommet. 

\  Yg     Jlèche  de  la  trajectoire. 
Inconnues.   (  j^     j^^.^^  j^  ^,.^j^^  correspondante. 

[  Vs  vitesse  du  projectile  au  sommet. 
Comme  on  a  V^  =  a^,  il  n^y  a  pas  lieu  de  considérer 
la  quantité  Vg  comme  une  inconnue  dont  il  soit  néces- 
saire de  donner  Texpression.  Il  reste  donc  3  inconnues. 
Chacune  des  5  quantités  iz^,  tg  a,  X^,  Y^,  ï^,  est  déter- 
minée en  fonction  de  deux  des  autres,  de  sorte  que  le 
nombre  des  formules  possibles  est  le  nombre  de  combi- 

5.4.3. 
naisons  de  5  objets  pris  3  à  3,  c'est-à-dire  — '■ — ^r^  =  i  o. 

I  .  A  .  îj  » 

Mais,  comme  il  se  trouve  que  dans  ï^  cl  Y^,  les  deux 
quantités  u^  et  igcf  sont  engagées  seulement  sous  la 
forme  du  produit  u^  tga,  on  n'aura  ])oint 

T3=/,(Y„aJetT3==y;(Y„  tga), 
mais  seulement  Tg  =f^  (Yg)  équation  obtenue  en  élimi- 
nant u^  tg  a  entre  Tg  et  Yg.  De  plus,  il  n'existera  pas  de 
relation  f^  (Xg,  Yg,  Tg)  =  o  à  caus(î  de  la  dépendance 
mutuelle  de  Yg  et  ïg.  Donc,  au  lieu  de  10  combinaisons, 
il  n'existera  en  réalité  que  8  formules  distinctes. 

Les  huit  formules  du  sommet  sont  les  suivantes  : 

u"^ 

9^  "0  ^^  9 

\g  = tg-  a=  ^^—r= tga=^  — (/Tg. 

2(/      *^  '2Uô  '2  2   '^ 
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On  a  en  plus  Vg  *=  u^. 

On  peut  remarquer  que  V abaissement  Hg  du  sommet 
est  égal  à  la  flèche  Yg. 

25.  Formules  du  point  de  chute.  —  Le  point  de 
chute  est  l'intersection  de  la  trajectoire  et  d'une  hori- 
zontale passant  par  la  bouche  du  canon.  Il  est  défini  en 
faisant  y  =  o  dans  les  équations  du  tableau  du  n°  19. 

Appelant  o)  V angle  de  chute ^  l'équation  (col.  i ,  ligne  4) 

r  =  ^  (tg'  a  —  tg^  T 


2(0 


donnera  pour  j  =  o  :      tg^  a  :=:  tg 
d'où  tg  (o  =  ih  tg  a. 

La  trajectoire  rencontre  l'horizontale  de  la  bouche 
aux  deux  points  correspondants  à  (o  =  =h  a.  Le  pre- 
mier o)  =  +  a  est  l'origine  ;  le  second  (o  =  —  a  est  le 
point  de  chute. 

Si  de  plus,  on  remarque  que  la  vitesse  restante  V^ 
est  connue,  puisqu'elle  est  égale  à  la  vitesse  initiale  V^, 
on  doit  dire  que,  dans  le  problème  de  la  recherche  du 
point  de  chute  ne  figurent  que  quatre  quantités  sus- 
ceptibles de  se  combiner  en  formules  : 

Uy      vitesse  initiale  hori- 

Données.  .  l  .  "      s     j     v       i    \  c.-à-d.  V_cta, 

tg  a  tangente   de  l  angle  *  ^ 

de  projection. 

-  (  X      portée. 

Inconnues.   ;  rp        i     ?     ?    ^     •  ^ 
(  1       durée  du  trajet. 


2. 
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Ces  quatre  variables,  combinées'3  par  S  donnent  les 

4  3.2. 
— "  '    '  =  4  formules  cnii  suivent  : 

X  =  — -  tg  a 


v/ï 


T  =  ^^  tg  a  =  —  =  \/  -  X  tg  a. 
On  a,  en  plus 


(o  =  —  a  V„  =  V 


0 


Ce  sont  les  formules  du  point  de  chute. 

On  peut  encore  écrire  les  formules  du  point  de  chute, 
en  mettant  en  évidence  la  variable  \^,  an  lieu  de  u^  ; 
on  a  ainsi  : 


Y2 

X»  0 
=  —  sin  2a 

9 


T  =  -^  sin  a  =  -^r-^ =  \/ —  X  t 

(j  \,cosa  V    ;j 


Entre  X  et  T  on  peut  éliminer  soit  a,  soit  V„  et  obte- 
nir les  deux  systèmes  dV'quations  qui  suivent  : 

X.=YJV/Z^    ou   T^^lIiilVSl! 
"^  4  '  0  .7 

A  =  -^^ cot^'  a        ou  1"  =  iu  a. 

On  exprimerait  les  éléments  du  sonmiet  X^,  Y^,  Tg  en 
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fonction  des  éléments  du  point  de  chute  par  les  for- 
mules : 

Rabaissement  ïl^  au  point  de  chute  étant  exprimé  par 
la  formule  —  ^T^,  est  égal  à  4  fois  la  flèche  de  la  trajectoire, 

26.  Formules  différentielles.  —  Les  formules 
difierentielles  ont  pour  but  de  répondre  à  la  question 
suivante  :  les  conditions  initiales  a  et  V^  du  tir  sont  un 
peu  changées^  ol  devenant  aL-{-àoLet  V^  devenant  V^  -+-  ()  V  : 
quelles  modifications  très  petites  ÔA',  ù7\  dA'^,  DFg  etc.^ 
subissent  corrélativement  les  éléments  du  point  de  chute 
et  du  sommet  ? 

Prenons,  par  exemple,  la  portée  X  dont  l'expression 

développée  est  :       X  = sin  a  cos  a. 

Différentiant  logarithmiquement,  il  viendra  : 

dX  2dV„         /  cos  a         sin  a  \   ^ 

A  V^  \  sin  a         cos  a/ 


et  la  parenthèse  se  réduit  à  — 

En  opérant  un  calcul  analogue  pour  les  autres  élé- 
ments, on  arrivera  au  tableau  suivant  : 

Formules  différentielles  du  point  de  chute. 

ax    _    -1  b\o        ,  _i_> 

X       -        Yo  +   tg  ix  ^"^ 

ôT  avo         ^    I    , 

1  Vo  tg  a 
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Fig.  7. 


ÔV. 


Formules  différentielles  du  sommet, 

Xs   - 

ÔT,    _ 
'%     ~ 

Ys 


Vo 

•2^Vo 

Vo 
ôVo 


+ 
+ 
+ 


tg'2a 
I 


tga 

•2 
Iga 


tg  a  ôa. 


Pour  le  point  de  chiite,  on  peut  de- 
mander encore  l'écart  bh  sur  un  panneau 
vertical,  dû  aux  variations  BV©  et  3a. 

Gomme  on  a  3/i  =  3X  tg  a,  on  arrive 
aisément  à  la  formule 


on  =  ^A  tg  a  -V7— 

Vn 


'2 


X 


tg  •2a 


§  3. 


Famille  des  trajectoires  a  vitesse  dîitiale 

constante 


27.  Hypothèse.  —  On  suppose  que  d'un  même, 
point  0,  on  lance  des  projectiles  avec  la  même  vitesse 
initiale  Vy,  mais  sous  des  angles  de  projection  différents. 
On  obtient  ainsi  une  lamille  de  trajectoires  qui  jouissent 
de  propriétés  communes  résultant  de  ce  que,  dans 
l'équation  de  la  trajectoire  écrite  en  mettant  V^  en  évi- 
dence : 


y  =  X  ig  CL  — 


2 Vf  cos'^  a  ' 


a  est  le  seul  paramètre  variable. 
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Ce  sont  les  principales  propriétés  de  ces  trajectoires- 
que  nous  nous  proposons  d'examiner  ici. 


28.  Théorèmes  sur  les  directrices,  les  foyers 
et  les  sommets  des  trajectoires  Vo  =  const.  — 

1°  Toutes  les  trajectoires  V^  =  const.  ont  même  direc- 

'     V-  , 

trice.  —  Ce  théorème  résulte  de  la  valeur  — ^  trouvée 

précédemment  (22)  pour  la  distance  de  la  directrice 
au-dessus  de  Torigine  0  de  la  trajectoire,  quel  que 
soit  Tangle  de  projection  a. 

2°  Le  lieu  des  foyers  des  trajectoires  V^  =  const.  est 
une  circonférence,  —  Soit  F  le  foyer  d'une  de  ce& 
paraboles  OS(o  ;  soit  D'DD" 
la  directrice.  D'après  la  défi- 
nition géométriqpie  de  la  pa- 
rabole et  le  théorème  précé- 
dent, on  a  : 


V- 
FO  =  OD'  =  — ^ 

^9 


Fig.  8. 


FO  est  ainsi  constant  et 
le  lieu  des  foyers  F  est  une  circonférence  ayant  Torigine 


pour  centre  et  pour  rayon 


^  0 
^9 


La  tangente  à  l'origine  OT  est  la  bissectrice  de  l'angle 
D'OF  d'après  la  propriété  connue  de  la  tangente  à  la 
parabole. 

y  Le  lieu  des  sommets  des  trajectoires  V^  =  const, 
est  une  ellipse.  —  Le  sommet  de  la  trajectoire  OSco  est 
en  S,  milieu  de  la  perpendiculaire  FD  abaissée  du  foyer 
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sur  la  directrice.  Soit  la  droite  MN  menée  au  milieu  de 
OD'.  On  aura  : 

SF  =  —  FD  =  —  (^^  —  FQ 

2  'K     \i>JJ 


FM  =  FQ  —  -- 


I    V^ 


'A     9.(1 

d'où  SM  =  SF  +  FM  =  ~  FQ 

2 

Or,  d'après  le  théorème  précétlent,  on  a 

ÔQ'  +  FQ*==  {—]. 

Posant  X  =  MN  =  OQ  et  y  =  SM,  cette  rela- 
lion  s'écrira  :       jr  -\-  47"^  =  ( — ^)   ■ 

C'est  l'équation  d'une  ellipse  dont  le  centre  est  en  N 

et  qui  a  pour  demi-grands  axes — -  (horizontalement)  et 

-j^  (verticalement). 

Les  équations  du  n°  24  permettent  (VailhMirs  de  trou- 
ver immédiatement  cette  ellipse.  On  a,  en  effet,  les 
deux  valeurs  de  Y^  suivantes  : 

_        gX         _  V.^  s  in-  g 
2Vj  cos"  a  Mj 

d'où  en  éliminant  a  entre  ces  deux  relations  : 

X^+4Y^=^^Y,. 

qui  se  réduit  à  la  précédente  ellipse,  par  le  changement 
de  l'axe  des  y  en  posant  :  x  =  Xj,  et  j  :=  Y^ — ^ . 
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Le  sommet  K  de  Tellipsc  sur  Taxe  horizontal  corrcs- 
pond  à  la  valeur  Y^  =  -— ^  d'où         sin^  a  =  — 

c'est-à-dire         a  =  -f . 

4 

L'éloignement  maximum  OS  du  sommet  S  à  l'ori- 
gine 0  correspond  à  la  normale  abaissée  de  0  sur 
l'ellipse.  Xg,  Yg  étant  les  coordonnées  du  sommet,  le 
carré  de  OS  a  pour  expression  : 

ÔS*  =  XI  +  Yi  =  ^  (-?^  +  cos^a)  sin^  a 

Pour  avoir  le  maximum  de  OS,  on  égalera  à  zéro  la 
dérivée  du  2®  membre  par  rapport  à  a.  On  obtient  ainsi 
la  condition 

sin  a  cos  a  (2  —  3  sin^  a)  =  o 
équation  qui,  outre  les  points  0  et  D',  fournit  la  solution 

sin  a  =  \/  —  ;        c'est-à-dire  :        a  =  54^4^  • 

29.  Théorèmes  sur  la  portée  des  trajectoires 
Vo  =  const. 

i^  Formule  de  la  portée,  —  On  a  : 

2^2  V^ 

X  =  — -  is  CL         ou         X  =  — -  sin  2a 
9  9 

2°  Les  portées  sous  deux  angles  complémentaires 
sont  éyales.  —  Car  si  on  prend  un  angle  de  projection 

7/  =  —  —  a,  la  formule  de  la  portée  X'  correspondante 


2 
sera  : 
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V- 

Is 

9 


V- 


sin  (-  —  2a)  =  -^  sitt  aa  =  X      c.  q.  f.  d. 

'^^  VaiKjle  (le  portée  maximum  a^  est  égal  à  ~  .  — 

C'est,  en  effet,  la  valeur  a^  =  -—  (Jui  rend  sin  aa  maxi- 
mum et  égal  à  I .  ^  ^2 
La  portée  maximum  X^  a  pour  valeur  X„  =  —2. .  Elle 

^st  clone  le  double  de  la  hauteur  h  due  a  la  vitesse  \^  (22). 

4°  Le  foyer  de  la  parabole  de  portée  maximum  est 
sur  [axe  des  x.  —  Car  le   foyer  est  situé  à  une  dîs- 

tance  —^  de  rorierine  et  sur  la  verticale  du  sommet  ; 

^'^     ..  ,  .  V^ 

il  est  au  milieu  de  la  portée  maximum  X,„  == — -  . 

9 

5^  iMjlèche  de  la  trajectoire  y\  est  le  quart  de  Fabais^ 

sèment  IJ^  du  point  de  chute.  —  Car,  on  a  :  H„  =  X  tg  a 

X.  X 


H 


Y.= 


lîr  a  =  ---  tff  a 


d'où  H^  =  4Yg. 


'»g-  <j- 


la    formule    X 


6°  Si  du  point  /)'  de  la  directrice 
situé  à  une  hauteur — -au-dessus  de 

Forifjine  0,  on  décrit  une  circonfé' 

\^ 
rence  de  rayon  — - ,  la  portée  sous 

l'angle  a  est  égale  à  la  corde  de 
l'arc  2a. 

Cela  résulte  immédiatement  de 

— -  sin  sia  ;   car   dans  le  triangle 
il 


rectangle  0\F,  on  a  OF  =  AO  sin  PAO 


An\ 


0F  = 


sin  lia. 


;* 
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Fig.   10. 


3o.  Problème  de  la  détermination  de  Tangle 
de  projection  (Vo  =  const.). —  i^ Étant  donnée  la 
vitesse  initiale  V^  d'un  projectile^  sous  quel  angle  doit- 
on  le  lancer  pour  atteindre  un  point  donné  A  (Démons- 
tration géométrique.) 

D'après  le  théorème  du  n°  28-2^,  le  foyer  de  la  para- 
bole répondant  à  la  ques- 
tion doit  se  trouver  d'abord 
sur  la  circonférence  D'c?  de 

rayon  — -  ,  heu  des  foyers. 

Il  doit  aussi  se  trouver, 
d'après  la  définition  de  la 
parabole,  sur  une  autre  cir- 
conférence ayant  A  pour 
centre  et  tangente  à  la 
directrice  D'  D". 

L'intersection  de  ces  deux  circonférences  donne,  en 
général,  deux  points  F  et  F',  foyers  de  deux  para- 
boles répondant  à  la  question  et  déterminées  par  le 
foyer ^  la  directrice  et  le  point  0. 

2°  Relation  entre  les  deux  angles  de  projection,  —  On 
appelle  ligne  de  site  la  ligne  OA  allant  de  l'origine  au 
but.  Les  tangentes  à  l'origine  des  deux  trajectoires  qui 
passent  par  le  point  0  sont  telles  que  Vangle  formé  par 
Fune  avec  la  ligne  de  site  est  égal  à  Fangle  formé  par 
l'autre  avec  la  verticale. 

Soient  OT  et  OT'  ces  deux  tangentes  :  il  faut  démon- 
trer que  D  OT  ==  T  OA.  Or  d'après  les  propriétés  des 
tangentes  à  la  parabole  : 

UALISTIQIE.  3 
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OT  correspondant  au  foyer  F  est  la  bissectrice  de  D'OF. 
OT'  »  F'  »  lyOF'. 

On  a  donc  : 

Dm  =  2Dm  +  FOA  =  jjûm'  —  foa 

et  comme  FoX  =  FOA,  on  a  D^T  =  I^OT'  —  FOÀ; 
mais  D'OT'  =  T'OF'  ;  il  viendra  donc  : 

Doi^  =  roi^^  —  1^  =  m\ 

C'est  la  propriété  énoncée.  On  peut  dire  :  la  ligne  de 
site  OA  est  la  symétrique  de  la  verticale  par  rapport  à 
la  bissectrice  des  tangentes  OT  et  Oï'a  F  origine  des  deux 
trajectoires. 

3°  Portée  maximum  sur  la  ligne  de  site.  —  Considé- 
rons le  but  se  dé])laçant  sur  une  lifj:ne  de  site  OA.  Il 
no  ])()urra  être  atteint  |)ar  un  projectile  lancé  de  0  que 
si  la  circonférence  AFF'  rencontre  la  circonférence  fixe 
OD'.  Le  problème  aura  donc  tantôt  deux,  tantôt  zéro 
solution.  Pour  une  certaine  position  de  A,  les  deux 
circonférences  AFF'  et  OD'r/ deviendront  tangentes  et  les 
deux  droites  OT  et  OT'  se  confondront  en  une  seule  qui 
sera  la  bissectrice  de  F  an  g  le  de  la  verticale  et  de  la  ligne 
de  site. 

Celte  bissectrice  détermine  un  certain  angle  de  pro- 
jection qui  donnera  la  portée  maximum  sur  la  ligne  de 
site  considérée. 
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Fig.    II 


4"  Parabole  de  sécurité.  —  On  désigne  sous  le  nom  de 
parabole  de  sécurité  l'enveloppe  de  toutes  les  trajec- 
toires tirées  d'un  même  point  0  avec  la  même  vitesse 
initiale  V,,. 

Si  on  considère  deux  trajectoires  quelconques,  elles 
se  coupent  d'après  le  théorème 
du  n°  3o-2**,  sur  une  ligne  de  site 
symétrique  de  la  verticale  par 
rapport  à  la  bissectrice  de  leurs 
tangentes  à  l'origine.  Si  les  deux 
trajectoires  se  rapprochent  indé- 
finiment, les  deux  tangentes,  à  la 
limite,  se  confondent  avec  cette 
bissectrice  et  le  point  M  de  portée 
maximum  sur  chaque  droite  issue 
de  Toriginc  sera  ainsi  un  point  de  l'enveloppe  cherchée. 

Ce  point  M  est  déterminé  par  la  condition  d'être 
également  distant  de  la  directrice  D'D''  et  de  la  circon- 

férence  ODW,  de  rayon  — —. 

Le  lieu  de  ce  point  M  stîra  une  parabole  à  axe  vertical 
dont  on  obtiendra  la  directrice  en  prenant  PQ  =  OD. 
On  a  alors,  en  effet,  OM  =  MP  ce  qui  définit  une  para- 
bole de  foyer  0.  Le  sommet  de  cette  parabole  est  en  D', 

tel  que  OD'  =  — -  ;  c'est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  V„. 

La  parabole  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  I  sous 

l'angle  de  -—  et  la  trajectoire  de  portée  maximum  X^ 

4  Y^ 

lui  est  tangente  en  ce  point.  On  a  01  =  'lOd  =  — —. 

Cette  courbe  est  la  parabole  de  sécurité.  ^ 
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3 1 .  Figure  résumant  les  diverses  propriétés 
des  trajectoires  Vo  =  const. 


32.  Trajectoire  passant  par  un  point  donné  : 
solution  algébrique.  —  i"  Le  prnlilctnu  de  la  détermi- 
nation de l'an^'lc de proicctioii  d'une  Irajei'toirc (V „  =  const.) 
passant  par  lui  point  (Ininié  a  rr^'i  ci-dc.isiis  (i»)  une  solu- 
tion géoniétriqnc  :  Iracé  d'ane  iiaraMe  drkrminèe  par  fjualre 
coiuUlioia.  Il  esliililcdc  (railer  la  nii>nio<|Uf.stioi]U(!itiaiii{>rc 
à  donner  les  l'ormulcs  al^iiltricjnes  pm])!^.'^  à  résoudre  et  à 
caicnler  niiinéi'iqiienient  les  ineoniiiies. 

Soient  a  la  disliincc  linrizotilale  do  l'oi-i^'inc  an  point  à 
battre,  b  la  hauleiir  de  ee  point  au-dessus  du  i)lnn  vertical 
jiassanl  par  le  point  de  départ. 

L'nnf/te  Je  siti:  estdclini  par  ta  relation  ;  If;^  =  —  ■ 

■J^'  i'uisqiic  la  trajrtioire  doit  passer  pnr  le  point  dont  les 
coordonnés  sont  a  et  6,  on  doM'ii  avoir,  d'après  l'étjuatîon 
de  celte  trnjceloiri'  : 


1  V„  étant  sup|M>sé  donnée, 
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Remplaçant — par   i  -\-  tg-a,  il  viendra  Féqualion 

du  second  degré  en  tg  a  : 

tg^a l_tga+  ( 2- \-i)  =0 

g      a  \    g       a  / 

qui  détermine  les  deux  valeurs  suivantes  de  tg  a  : 


a  y^'ig         V    'ig    \ 


Si  la  quantité  sous  le  signe  ^  est  positive,  il  y  a  deux 
angles  a'  et  ol"  qui  répondent  à  la  question  ;  si  elle  est  nulle, 
les  deux  angles  se  réauisent  à  un  seul;  si  elle  est  négative,  il 
n'existe  pas  de  solution  réelle. 


// 


'^^  Relation  entre  les  deux  angles  ol'  et  ol".  —  tg  a'  et  tg  a 

devant  être  les  racines  de  l'équation  du  second  degré,  on 

aura  : 

îiV^     I  'i\^    b 

tg  7.'  +  tg  ol"  = ^  —      et      tg  a'  tg  a'^  =  I  H ^  — 

"^  g       a  00  ^       g      a 


1 


'dations  dont  on  peut  déduire  : 


I— tga'tga''  o  V     ^        /  t  tge  * 

Donc  :  tg  (a'  +  a'')  tge  =  —  i  ou  tg  (a  +  a';  tg  ( —  e)  =  1 
ol  par  suite  : 

a  +  a''  —  e  =  —  ou  a'  —  e  = a" 

•1  '1 

Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  lignes  de  projection 
OT  et  OP  (lig.  10)  sous  lesquelles  un  projectile  partant  avec 
une  vitesse  déterminée  Vo  atteint  le  but  A,  font  des  angles 

égaux  POA  =  ol'  —  s  = a''  =  T  OD'  avec  la  ligne 
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droite  OA  qui  va  au  but  et  avec  la  verticale  OD'.  Par  con- 
séquent, elles  s'écartent  également  de  part  et  d'autre  de  la 
bissectrice  de  l'angle  D'Oa. 

4°  Cas  ou  les  deux  angles  se  réduisent  à  un  seul.  —  Pour 
que  les  deux  racines  de  l'équation  qui  donne  tg  a  se  réduisent 
à  une  seule,  on  devra  avoir  : 


'^9   \'^-9         I  '\ 

La  valeur  unique  de  Tangle  de  projection,  désigné  alors 


Vf     I 


0 


par  ai,  sera  :  Ig  a^  =  —  — . 

En  la  portant  dans  l'équation  de  condition  ci-dessus  et  en 
observant  que  —  =  tg  e,  on  aura  entre  e  et  a^  l'équation 

tg^  «1  —  2tg  ai  tg  e  =  I .  Complétant  le  carré  du  premier 
membre  (en  ajoutant  de  part  et  d'autre  tg^  e),  on  aura'  : 

tgdci  =  tge-| ,     ou:     sinaicose  —  sinecosai  =  cosaeji 

cos  e 

ou  encore  :        sin  (ai  —  s)  =  sin  (  ■; a  J , 

c'est-à-dire  que  la  ligne  de  projection  est  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  la  verticale  et  par  la  ligne  de  site. 

5^  Portée  sur  un  plan  incliné,  —  La  portée  Xj  sur  un  plan 

inclinédeTanglee,  comptée  le  longde  ce  plan,  est  :X,  = . 

Gomme  on  a  :  ^^^  * 

6  =  a  ter  a  —  -r— -—         et  tR  e  =  — 

^  -iV^cos^a  ^  a 

on  obtiendra  : 

,-  a  1^1    tga— fge        „  -^.YJ  sin  fa  — e)cos  jt 

Aj  =^ = ^-  —- —  cos^  a  = 

cos  £  g  cos  s  g  cos-  e 

*  La  solution  négative  ne  convient  pas. 
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Pour  avoir  le  maximum  Xj  (max)  de  X,,  puisque  e  est  cons- 
tant, il  faut  égaler  à  zéro  la  dérivée  du  second  membre  par 
rapport  à  a,  ce  qui  donne  : 

—  sin  a  sin  (a  —  e)  -f-  cos  a  cos  (a  —  e)  =  o 
c'est-à-dire  :  tg  (a  —  s)  =  cotg  a  =  tg  [  —  —  aj. 


Donc  :  a  —  e  = a        ou 

'1 


■      •  =  T(f+-) 


La  ligne  de  projection  qui  donne  la  plus  grande  portée  est 
donc  la  bissectrice  de  V angle  formé  par  la  verticale  et  la  ligne 
de  site. 

Cherchons  la  valeur  correspondante  de  la  portée  maxi- 
mum X,  (max). 

^  Y  . '-^^0  sin  (a — e)  cos  a        YJ  sin(2a  —  e) — sine 

Un  a  I  A-j^— » ^^        — ^— ^— — - 

g  cos-  e  g  cos-  s 

et  pour  a  =  —  I \-  z 

•1    •     *  V   /         \         VJ     I  — sine  VJ 

il  vient  :  A,  (max)  =      °  —      " 


g  cos^  e  Sf      ^  "f"  sin  e 

Xm  étant  la  portée  maximum  pour  e  =  o,  c'est-à-dire 
Xm  =  — -  (29 —  3<*)  et  6  étant  l'altitude  du  point  touché  (de 
sorte  que  6  =  X^  sin  s)  on  aura  : 

6  -f-  Xe  (max)  =  Xn,. 

Donc  un  point  ne  peut  être  atteint  que  si  la  somme  de  son 

altitude  b  et  de  son  éloignement  y  d^  -\-  6*  mesuré  sur  la 
ligne  de  site  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à  la  portée  maxi- 
mum Xm  sur  un  plan  horizontal.   En  d'autres  termes  on 

doit  avoir  :  6  +  \/  «^  -f  6-  ^  -^  . 

9 
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()°  Parabole  de  sêeuvlté.  —  Ainsi.  le  |)]aii  do  projection  so 
trouve  divisé  en  deux  refînons  :  l'une  eon(ien(  tous  les  ()oints 
de  coordonnées  (V/,  h)  (jui  peuAcnl  élre  atteints  de  deux  ma- 
nières. L'autre  ré|4[ion  ne  contient  aucun  de  ces  itoints.  Ces 
deux  régions  sont  séparées  j)ar  une  courbe  (jui  réjxind  à 
l'équation  : 


ou,   en   introduisant,  au  lieu  de  a,  b,  les  coordonnées  cou- 
rantes, X  et  j  : 

Celte  courbe  rcnrernie  les  points  (pii  ne  peuvent  iMrc 
atteints  cpie  d'une  seule  manière,  (l'est  une  parabole  à  axe 
vertical  avant  son  ro>er  au  ])oint  (),  son  sonunet  au  point 

— -  (bauleur  maximum  du  jet  vertical  avec  la  >itessc  \o)  ot 

'■"^  , 

coupant  Taxe  des  x  à  ime  distance  égale  à  la  portée  maximum 

V 

V      'o 

Am . 

On  peut  arriver  au  même  résultat  par  la  tbéorie  des  enve- 
loppes. L'équation  de  la  parabole  de  sécurité  s'obtiendra  en 
éliminant  a  entre  l'équation  de  la  trajectoire  : 

ax- 
j  =n  .r  tg  a  —  •' 


•i\l  cos-  a 


et  la  dérivée  de  cette  équation  par  ra[)port  h  a  qui  est  : 


/> 


X  ax-    '}.  sm  a 

o  =  *^ 


cos-  a         -iS^     COS'*  X 
et  (uii  se  réduit  à  x'  tg  a  =  — 2. . 


1^'élimination  donne  : 


VJ  .7 


r  =  — ^  — T7T  ^ 


■> 
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comme  ci-dessus.  Chaque  parabole  particulière  (a  donné) 
louche  la  parabole  de  sécurité  au  point  délini  par  la  droite  : 


X  ig  OL  = 


La  parabole  de  sécurité  est  égale  et  parallèle  à  la  trajec- 
toire dont  l'angle  de  projection  a  est  égal  à  zéro. 

7°  Portée  sur  un  plan  horizontal  d'altitude  1.  —  En  faisant 
y  =  /  dans  l'équation  de  la  trajectoire,  on  trouve  pour  valeur 
de  la  portée  Xi  sur  ce  plan,  l'équation  du  second  degré 

(j\f  —  '-iVJXi  sin  a  cos  a  -f-  '^^U  cos-  a  =  o 
d'où  on  déduit  la  formule  : 

_  VJ_sin_^  r    ^  J,_..;9\    1 

1°  Si  /  <  o,  il  existe  toujours  une  seule  valeur  positiie  de 
Xi  répondant  à  la  question. 

•2°  Si  /  >  o,  il  existe  deux  valeurs  de  Xi  répondant  à  la 
question,  ou  une  seule,  ou  au- 
cune,  suivant  que   /  est  in- 
férieur,  égal  ou  supérieur  à 


II 

Pour  obtenir  la  portée  maxi- 
mum Xi  (max)  sur  le  plan  J  =  /,  on  formera  -j^  d'après 

l'équation  du  second  degré.  Egalée  à  zéro,  cette  quantité 
donnera  la  relation  Xi  (max)  = —  /  tg  -iol^^  qui  portée  dans 
l'équation  du  second  degré  déterminera  l'angle  a^,  par  la 
relation  : 

cos  -.a,,.  =    y,  _  gi  ■ 

i. 
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et  la  portée  Xi  (max)  par  la  relation  : 

X  (n.ax)  =  3.  y/.--^. 

C'est  rintersection  du  plan  /  avec  la  parabole  de  sécu- 
rité. 

33.  Lieu  des  points  d'éclatement.  —  On  suppose 
que  des  projectiles  lancés  avec  la  même  vitesse  initiale  V^ 
sous  des  angles  de  projection  variables^  éclatent  au  bout 
d'un  même  temps  0.  Quel  est  le  lieu  de  leurs  points  d'éclat 
te  ment  ? 

L'équation  de  la  trajectoire  élant  : 

•^  ^  2V.I  cos^  a 


et  le  temps  étant  lié  h  l'abscisse  et  à  l'angle  a  par  la 
relation  x  =  V^^  cos  a,  on  éliminera  a  entre  ces 
deux  équations.  En  faisant  ^  ==  6,  il  viendra  : 


\/' + m 


X     \2 

2 


qx' 


(^)  ''-•  (  V7 


Y-  a 

^JL  _  i(_  0^ 


qui  se  réduit  à  l'équalion  : 

^'  +  y'  +  9^'y  =  y^\n       4  -  j 

C'est  donc  une  circonférence  qu'on  peut  mettre  sous  la 
forme  :  x^  +  Y^  =  Yo8%  en  posant  :  y  =  Y g^^. 
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Fig.  14. 


Le  centre  est  au-dessous  de  Forigine  à  une  distance 
égale   à    la    hauteur    de  y 

chute  verticale  --  jrô^  pen- 
dant le  temps  0.  Le  rayon 
est  VqO,  parcours  du  pro- 
jectile si  la  pesanteur 
n'agissait  pas. 

34.  Exercices.  —  1°  Enveloppe  du  cercle,  lieu  des  points 

.  r  ,      .  ^v 

d'éclatement  quand  G  varie.    Rép.  :  ellipse  x^  -h  3j-  =  — j-    . 
•2°  On  considère  les  deux  trajectoires  conjuguées  d'angles  de 

projection  a  et a.  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  à 

chaque  instant  les  positions  des  deux  projectiles  conserve  une 
direction  constante  :  Rép.  elle  est  perpendiculaire  à  la  bis- 
sectrice des  tangentes  à  l'origine.  Prendre  la  trajectoire 
sous  la  forme  :  y  =  V^i  sin  a  —  —  qV-. 

35.  Génération  des  trajectoires  de  la  famille 
Vo  =  constante.  —  Soient  deux  trajectoires  OA^  et 
OA^  de  la  famille  V^  constante  ;  con- 
sidérons sur  les  tangentes  initiales 
les  deux  longueurs  OK^  et  OK^  égales. 
On  a    sur  la    première    trajectoire 

X. 


OK,  = 


0K,= 


cos  a^ 
x^ 


cos  a. 


et  sur  la  deuxième 


Fig.  i5. 


Or  rabaissement       y^  —  x^  tg  a^ 
de   la    première   a   pour   expression ^-^ 


9 


*Âj  I 


y    cos'a^ 
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c.-à-d.  — ~  ORï-  Pour  le  second  rabaissement  on  aura  : 


— ^Oka     L'égalité   de    OK,  cl   OK^  entraîne 
régalilc  des  abaissements.  On  a  ainsi 

On  peut  donc  déduire  l'une  de  l'autre,  par  ex.emplc 
de  la  trajectoire  a  =  o,  toutes  les  trajectoires  de  la 
famille  Vo  =  constante.  A  cet  eflet,  sur  OK,  faisant 
avec  OK  im  angle  a^,  on  rabattra  K  en  K,,  ])uis  sur  la 
verticale  de  K,  on  ])rendra  K^\,  =  KA  ;  A^  est  un 
point  de  la  trajectoire  a,. 

La  propriété  de  l'abaissement  constant  appartient 
aussi  à  la  tangente  en  K,  qui  joint  deu\  i)oints  infini- 
ment voisins  de  la  trajectoire  OK.  Donc,  pour  avoir  la 
tangente  en  A,  on  relèvera  \\  en  B^  sur  la  tangente  OK^ 
et  on  joindra  A^B,  qui  sera  la  tangente  cberchée. 

Si  on  suppose  des  fils  pesants  attacliés  le  long  de  OK 
et  ayant  leurs  extrémités  inférieures  au  profil  de  la  para- 
bole OA,  il  suffira  de  faire  tourner  la  tige  OK  autour 
de  0,  pour  que  le  profil  inférieur  des  fils  dessine  cons- 
tamment la  trajectoire  correspondant  à  l'angle  a^. 

Remarque.  —  L'aire  curviligne  OK^A^  est  équiva- 
lente à  l'aire  OK  A  X  cos  a^. 

*56.  Maximum  de  l'arc.  —  Dans  la  famille  des 
irajectoires  V^  =  consl.  quel  est  la/ujle  a  de  projection 
auquel  correspond  le  plus  f/rand  arc  de  trajectoire 
dejmis  l  ori(jine  jusquau  point  de  chute. 

Pour  avoir  la  longueur  S  de  l'arc  .s,  de  l'origine  au 
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point  (le  chute,  il  suffit,  dans  la  formule  du  n**  18  : 

Vq  cos^  a 


9 


Ç.  («)  -  5.  W 


de  faire  t  =  —  a  ;       Ç2  ('^)  devenant  —  Ç^  (a) ,  on  a 


Y2 

S  =  2  — -  cos^  a  Ç.  fa) 

9 


dS 


Cherchons  le  maximum  de  S,  en  faisant  -7—  =  o 
On  a  : 


dy. 


2Y^    ^ 


9     L 


2    — I 

2  cos  a  sin  a  ç,  (a)  -) ;j — 

^  cos   a 


2VJ 


(/     Lcos 


a 


—  2  cos  a  sin  a  Ç^  (a) 


Par  suite,  la  condition  du  maximum  sera  : 


ç.  («)  = 


2  sin  a  cos^  a  ' 


ou,  en  développant  Ç^  (a)  : 


1  sin  a  I    ,  /tt         a 

2  COS"  a  2        ^    ^  \  4  2 


2  sin  a  COS'  a 


qui  devient  : 


(î^î)  = 


^^a 


Sin  a 


sin  a 


cos    a  \  sin  a 


d'où  enfin  : 


tg 


(f-T)  = 


cosec  a 


5o*  LES    CAS    LIMITES    DU    PROBLEME    BALISTIQUE 

Celte  équation  est  satisfaite  pour  a  =  56*^30'.  A  cet 
angle  correspond  donc  le  maximum  de  l'arc  de  trajec- 
toire situé  au-dessus  de  Thorizontale  de  la  bouche  de  la 
pièce. 


14-  —  Autres  familles  de  trajectoires 

37.  Deuxième  famille.  Trajectoires  d  angle  de 
projection  constant  (a  =  const.).  —  Dans  cette 
famille,  la  vitesse  initiale  V^  varie,  tandis  que  Fangle 
de  projection  a  reste  constant  pour  toutes  les  trajec- 
toires considérées. 

1°  Lieu  géométrique  des  sommets  des  trajectoires 
(a  =  const.),  —  Ce  lieu  est  une  droite  qui  partage  en 
deux  parties  égales  les  segments  compris  entre  la  tan- 
gente initiale  et  l'horizontale  de  l'origine. 

En  effet,  le  sommet  est  défini  j)ar  les  deux  équations  : 

u^ 


Y,  =  ^  tg'^  a 

'2(J 


X. 


et  l'élimination  de  u^  donnera  :  Yg  =  — ^  tg  a. 


2^^  D'ailleurs  cette  proposition  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier du  théorème  suivant  :  Toutes  les  trajectoires 
OL  =  const.  sont  homothétiques  par  rapport  à  [origine 
et  leur  rapport  de  similitude  est  égal  au  rapport  des 
carrés  des  vitesses  initiales. 
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En  effet,  si  dans  réquation  de  la  trajectoire 


5i 


y  =  xig(t  — 


gx 


2 


2WI  cos^  a  ' 


on  pose     x=l-^)  d     et    y 


-(^)v 


il  vient  : 


r  =  aj'  tg  a ^ 2 — 

•^  °  2  V  n  cos^  a 


ce  qui  est  bien  une  autre  trajectoire  (a  =  const.). 

3®  Lien  géométrique  des  foyers  des  trajectoires 
OL  ==  const.  —  Ce  lieu  est  une  droite.  On  la  construit 
en  doublant  Fangle  a,  ce  qui  donne  la  droite  OB  et  en 


.cn^ 


L^ 


«r 


Fig.  16. 


menant  de  l'origine  une  perpendiculaire   OF  à   celle 
droite  AB. 

On  sait  en  effet  que  la  tangente  OT  en  0  à  la  para- 
bole est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  parallèle 
Oy  à  Taxe  et  par  la  droite  OF  qui  passe  par  le  foyer. 
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4"    Lieu    des   poiiils    (réclatemeni    des    irajecloires 
(a  =  const,].  —  Si  entre  les  deux  relations  : 

X  =  Wj  cos  a      et      y  =  ^  J  **»"  ^ 5f'"i 

on  élimine  V^  et  si  on  fait  /  =  0,  quantité  tlonnéç,  il 

viendra  :  i 

y  =  X  Ig  a  —  --  ,70^ 

C'est  l'équation  d'une  ligne  droite  parallèle  à  la  tan- 
gente commune  initiale;  elle  coupe  Taxe  des  y  au  point 
où,  en  cluile  libre,  i)our  V^  =  o,  le  corps  serait  jxir- 
venu  au  bout  du  teuii)s  0. 

5*'  Trajectoire  qui  passe  par  un  point  donné  'cL=const) . 
—  Soient,  connue  au  n"  32,  a  et  />  les  coordonnées  du 

point  visé  ;  s  est  l'angle  de  site,  tel  que  Ig  e  ==  —  . 
On  aura,  pour  l'équation  de  la  trajectoire  : 


b  =  CL  tira  — 


(ja- 


^  'A' 


équation  où  V^  est  l'inconnue 
On  en  tire  :      Y^  = 


2  >  j  COS"  a 


ga^ 


'2  cos'^  a  (a  Ig  a  —  ti. 
d'où  on  peut  déduire  facilement  la  relation  : 


fja  cos  £ 


'2  cos  a  sin  ;^a  —  sj 


38.  Troisième  famille.  Trajectoires  de  vitesse 
horizontale  constante  (uq  =  const).  —  On  peut 

définir  une  famille  de  trajectoires  par  une  relation  arbi- 
lraire/\y,  a^  =  o  entre  la  vitesse  initiale  \^^  et  l'angle 
de    projection  a.    Une    des   plus    intéressantes    est   la 
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famille  définie  par  la  relation  u^  =  V^  cos  a  ==  const. 
Voici  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  courbes  : 

i''  Lieu  géométrique  des  sommets  des  trajectoires 
Ui^^  =  const.).  —  En  éliminant  tga  entre  les  deux  rela- 
tions ul  ul      ., 

As  =  If?  ^-  <?t  1  s  =  tf?    ^ 

où  Uq  doit  être  considéré  comme  une   constante,   on 
trouve  pour  lieu  géométrique,  la  parabole 

1  s   T  As 

2Ul 

qui  est,  à  Torigine,  tangente  à  Taxe  des  x. 

2"  Lieu  des  foyers  des  trajectoires  (ti^  =  const.).  — 

On  sait  (22)  que  la  directrice  est  à  une  hauteur  —  au- 

dessus  du  sommet.  Le  foyer  se  trouve  donc  à  une  dis- 
•) 
w 
tance  — -  au-dessous  du  sommet.  Le  lieu  des  foyers  est 

alors  une  parabole  égale  à  la  parabole  lieu  des  sommets, 
mais  transportée  parallèlement  à  elle-même  d'une  quan- 

liié  —  iiL. 

3"  Lieu  des  points  d'éclatement  des  trajectoires 
(^a^  z=z  const),  —  Comme  on  a  a?  =  uj^  le  lieu  des 
points  d'éclatement  au  temps  8  est  la  verticale  x  =  uj^, 

4"  Lieu  des  points  ayant  même  inclinaison  [jl  sur  les 

trajectoires  (u„  =  const,).   —  En  éliminant  a   entre 
2  2 

X  =  -^  (Ig  a  —  Ig  [x)      et     y  =  -^  (tg°-  a  —  tg^  '^) 

j  y         2 

on  trouve  la  parabole  :         y  =  x  ig  [>. -\ — ^^—^  ■ 

2Uq 
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5°  Génération  des  Irajecloircs   [u^  =  const).  —  La 


Irajocloirc  (Uanl  ocrilc  :  y  =  ,t  Ig  a  — 

on  voit  que  si  u^  est  constant,  Vabaissemenl  II  =  *^   ^ 

est  une  qnanlile  constante  pour  toutes  les  trajectoires  de 

cette  fiunilleet pourla  mônne 
valeur  de  Fabscisse  x, 

\irisi  la  trajectoire  II 
d'angle  de  projection  a/  se 
déduira  |)oiiit  |)ar  point  de 
la  trajectoire  l  d'angle  de 
projection  a  en  menant  la 
verticale  C  et  en  prenant 
iVW  =  AB.  De  môme  on 
aura  pour  la  trajectoire  III 
(a  =  o)Cr/  =  An  =  A'B'. 
On  peut  démontrer  que  les  tangentes  en  B  et  en  B' 
concourent  en  un  même  point  I  de  l'axe  Oy, 

En  eflct,  les  points  N  et  \'  sont  sur  une  même  ver- 
ticale :  cela  résulte  d'un  théorème  de  la  théorie  de  la 
parabole  qui  dit  que  «  si  j)ar  le  point  de  rencontre  N' 
de  deux  tangentes  ON'  et  BN'  à  la  parabole,  on  mène 
une  parallèle  à  l'axe  (c'est-à-dire  ici  une  verticale)  elle 
coupe  en  son  milieu  la  corde  OB'  ».  De  môme  pour  N 
relativement  à  ON  et  BN. 

On  aura  donc,  dans  les  triangles  A'B '^^'  et  NIO  : 

A'B'      li'Y       AN 

-—-'==-^—-;  =  :rrpr  ,  ct  comme  AB  =  A'B',  il  viendra  : 
lO         iN  O        L>0 


AB      AN 

Tri  '''^  \n  '  ^^  T^^  montre  que  BM  passe  en  I, 


c.  q.  f.  d. 


MOUVEMENT    DES    PROJECTILES    DANS    LE    VIDE  55 

On  trouve  facilement  que  le  segment  10  a  pdur  valeur 


10 


Zl i  /  ^Q    /r2 


39.  Quatrième  famille  (Vo  sin  a  =  const).  —  Ce 
sont  des  trajectoires  ayant  toutes  même  vitesse  initiale 
verticale,  même  durée  de  trajet  T  de  l'origine  au  point 
de  chute,  même  flèche  Yg. 


Lieu  des  sommets  : 

Droite  :     y  = 
Lieu  des  foyers  : 


VJ  sin'^  a 


Parabole  :  y  = ,,,   .  , — 

•^  ng  2VoSm^a 


Lieu  des  éclatem£nts  : 


I 


Droite  :  y  =  V^  sin  a  6 jfQ^. 

On  pourrait  encore  chercher  les  propriétés  d'autres 
familles,  V^,  tg  a  =  const.  par  exemple,  ou  V,,  sin  2a  = 
const.  (trajectoires  ayant  même  portées) .  Ces  problèmes 
n'ont  d'intérêt  que  comme  exercices  de  géométrie  ana- 
lytique élémentaire. 

4o.  Autres  familles  de  trajectoires.  —  On  peut 
définir  des  familles  de  trajectoires  par  des  propriétés 
différentes  de  celles  examinées  ci-dessus  et  qui  se  rap- 
portent exclusivement  aux  deux  données  à  l'origine  V^, 
et  a.  Ainsi,  le  premier  problème  qui  suit  définit  des  tra- 
jectoires passant  par  l'origine  et  deux  points  ;  le  second 
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i\Q^  Irajccloiros  j)assanl  j)ar  l\)ri«:inc,  un  poiiil  el  ayant 
vn  (•(.'  j)()iiil  nno  laii;j:(Milo  donrin». 

i""  Premier  prohlènic.  Trouver  la  eilesse  initiale  cl 
Fan  (/le  de  projeelinn  d  un  projectile  t/ui  doit  passer  par 
deux  po  in  fs  don  n es . 

^/,  cl  />j  sont  les  roonloiUKM's  du  prcinior  i)oinl. 

(i,  vi  t.,  »  (lu  second. 

On  aura  les  deux  (Mjua lions 

t)     (I     f*>^  a *    I)     rrrz  fl     !<'  a '-- • 

'  2\r,cos-a  a>5COs*x 

d'où  on  lire  : 

b,  nu, 


a^  S4>,-;c<)S"a 


cl  l*ira ^  =        •'  - 


a.,         :A  y  cos-  a 

Kl  divisanl  les  deux  é(|uations  niend)re  à  membre,  on 

aura  : 

h^a]  —  b/i\ 

«A  («2  —  «.) 


^ 


Celle  écpiaiion  fail  eonnaîlre  Tanj^Ie  a. 

Ilelranclianl   membre    à   mend)re   les  deux   mômes 

.,     .     .            b^         b,        a,  —  a^  y 

ecfualions,  u  vient  :        — ■ ■-  =  —^ ..,       . — 

dV)ù  : 

V  =    '    .  llT'^fl.  'j^2  —  Qj) 

°         cos  a    y     ^      ^^/^  —  IK'^i 
ce  (|ui  fail  connaîlre  la  vilessc  iniliale  V^^. 
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2^  Deuxième  problème.  Trouver  la  vitesse  initiale  et 
l  angle  de  projection  d'un  projectile  qui  doit  arriver  à 
un  point  donné  sous  un  angle  donné  t. 

a  et  6  étant  les  coordonnées  du  point,  on  aura  : 


b  =  a  tg  OL  — 


ga 


2VoCOs-a 


ou ,  en  faisant  —  =  tff  e 

a 


\cr  ri  t£? 


2V0COS  a 


D'autre  part  : 

tga— tgT  = 

On  en  déduit  : 


ga 


Vq  cos"  a 


-^ 5 —  =  2 ,  d'où  tff  a  =  2  to^  £  —  t"r  t 


et  d'autre  part  : 


Vo=-^'-^  « 


cos 


a  Y      2    tg  £  —  tg  T 


^ 


I  5.  —  Problèmes  divers 
4 1   Premier  problème.  Tir  à  ricochet.  —  Soit  un 

rojectile  sphériquc  lancé  du  point  O  avec  la  vitesse  initiale 

0  sous  l'angle  a. 
La  sphère,  qui  n'est  pas  supposée  parfaitement  élastique, 
revient  frapper  le  plan  liorizonlal  du  point  de  départ  en  A^ 
et  avec  la  même  vitesse  \q  qu'au  départ.  Elle  rebondit  et 
commence  une  nouvelle  parabole,  mais  avec  une  vitesse  ini- 
tiale plus  petite  \  ^  et  sous  un  angle  de  projection  plus 
petit  a^.  Elle  frappe  de  nouveau  le  sol  en  Aj  et  ainsi  de  suite. 
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Quelles  sont  après  le  ii®  bond  la  port('e  totale  ISXn  et  la  durée 
du  trajet  correspondante  iTn  ? 

AdincUons,  comme  cas  inlorm('*diaire  entre  celui  des  corps 
pari'aitemcnl  élasli([ues  et  celui  d(»s  corps  mous,  que  si  une 
sphère  vient  choquer  une  masse  infiniment  grande  telle  que 


--^■^V^ 


Afi.,  ^n 


la  teiTC,  avec  une  vitesse  normale  ?',  elle  rebondira  norma- 
lement avec  la  vitesse  /,i',  t)  élant  une  fraction  mesurant  l'é- 
lasticilé  relative  du  sol  et  de  la  sphère  ;  pour  les  corps  par- 
l'aitement  èlîisti([ues  y,  =  i  ;  pour  les  corps  mous  tj  =0. 

Si  la  vitesse  au  choc  Vo  Tait  un  angle  Xo  avec  le  plan  hori- 
zontal, il  suClira  de  déconq)Oser  le  mouvement  en  deux 
autres  perpendiculaires.  Dans  la  direction  horizontale,  il  n'y 
aura  aucun  choc;  donc  la  composante  horizontale  de  la 
vitesse  restera  constante,  ce  qui  se  traduira  par  la  formule 
Vi  cos  oLi  =  Vo  cos  a,). 

Au  contraire,  dans  la  direction  verticale,  on  a  un  choc  nor- 
mal, c'est-à-dire  qu'on  aura  Vi  sin  a^  =  7)  V„  sin  a„. 

Ces  deux  équations  déterminent  la  direction  -x^  et  la  gran- 
deiir  Vi  de  la  vitesse  initiale  avec  la([uelle  la  sphère  rebon- 
dissante quitte  à  nouveau  le  sol. 

Soit  alors  X^  la  /t*^  portée,  entre  A,i_,  et  A^.  On  a 

V-  •>  V 

v  '  n  —  1        •  rii  ^  '  n  —  l        • 

\u  =  — - —  sm  ^an-i  la  = sm  a^^i 

Mais  ou  a,  par  hypothèse  : 

Vn_iC0san_i=Vn_2C0sa  _•>  ct  Yn-isiu  a„_i^='0  Vn.osiu  a„_g 

On  pourra  donc  écrire  : 

vi  V 

Au=T,— —  snr27n_2=YjAa_i ,  lu=r,— -sina,,_.i^T,Tn_,, 

1/  V 
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de  sorte  qu'on  aura  les  formules  de  récurrence  suivantes  : 

■^n  — 1   =''0^11-2  l-ii— 1    =  ''l  An_2 


^3  =  *^^2  T3  =  Y]T2 

X2  =TnXi  T2  =YlTi 

On  en  déduit  : 

X'„      =r,— 'Xx  T.      =V-'T, 

et  pour  les  sommes  SXq  et  2Tu     (n  variant  de  i  à  n) 
IX„  =  X,  (i  +  r,  +  Yi^  +  ...  +  Yl— ') 

c'est-à-dire  : 

Vf,  sin  •^.ao    I  —  Y)^  2V0  sin  ap    1  —  r," 

g  1  — Y)  Sf  I  —Y) 

Théoriquement,  la  sphère  rebondira  sur  le  sol  en  décrivant 
un  nombre  infini  d'arcs  de  parabole  ;  mais  cependant,  la 
portée  totale  SX^  de  l'origine  au  point  où  le  corps  revient  au 
repos  complet,  et  le  temps  total  XT^  seront  finis. 

En  eil'et,  puisque  yj  est  une  véritable  fraction,  pourn=  oo  , 
on  a  lim.  yj*^  =  o  et  les  formules  deviennent  : 

W  '  0        • 

lA    =  sm  ichq . 


9  I  — "^ 


21     =  sin  ao 


g  ^  — "^ 

42.  Exercice  proposé.  —  La  pelote  basque.  —  D'un 
point  A,  la  balle  est  lancée  avec  une  vitesse  Yq  constante, 
mais  sous  des  angles  a  variables  ;  elle  rebondit  sur  un  mur 
vertical.  Etant  imparfaitement  élastique,  sa  vitesse  horizon- 


6o 
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laie  (/,  normale  an  nuH-,  devienl  y,»,  r,  élant  nnc  fraction 
comprise  entre  o  et  i . 

Qnelle  sera  la  Irajcrtoire  de  la  halle  après  le  choc  ?  Sous 
(luel  an^de  doit-on  la  lancer  pour(pi*elle  revienne  au  point 
de  départ  ? 

43.  Deuxième  problème.  Tir  sur  but  élevé.  — 

Dans  la  pratiqne  du  tir,  lorsqu'il  s'af^'it  d'atteindre  un  but 
(pii  n'est  pas  sur  Ihorizon  de  la  i)i(Ve,  on  a))pli([uc  souvent 

le  procéclé  dés  if:  né  sous  le.  nom  de 
prinripe  (h',  la  r'ujiditê  de  la  trajec- 
toire. 

Si  M  est  le  hut  situé  à  la  distance 
OM  =  I)  de  l'orifjfine  ()  et  si  c  est 
Vatuilc.  (le  site,  |)our  atteindre  M,  on 
doimera  à  la  pièce  une  inclinaison 
a  +  e,  a  étant  Taufçle  de  projection 
correspondant  à  une  portée  liorizon- 
taie  égale  à  I). 

On  a  donné  ('V>-v.°)  la  formule 
exacte  qui  |)erinêt  de  calculer  le  véritahie  an;j:le  de  projec- 
tion à  employer;  cette  i'ormule  est  : 


Fig.  i(). 


I  (r  -Y    —   - 


«  |_  4'  ~  V  -4  \  -^l    7    4  J 


Nous  chercherons  ici  à  ([uelles  erreurs  conduit  la  méthode 
de  pointafi:e  eïïq)l()yée  en  pratiijue  et  délinie  ci-dessus. 

Sup|)()sons  donc  (pie  le  hut  se  déplace»  sur  une  circonfé- 
rence de  centre  O  et  de  ra\on  I).  Il  est  vu  ainsi  successive- 

ment  sous  tous  les  angles  de  site  ;  e  variera  de  o  à  — —  pour 
les  angles  positifs  et  de  o  à ^pour  les  angles  négatifs. 

L'angle  de  projection  pour  chacpie  position  du  but  est 
a  +  £  :  a  est  une  constante,  (pii  délinit  l'angle  de  projection 
aucpiel  correspond  une  j)()rlé(î  égîdcî  à  1),  quand  e  =  o. 

(Cherchons  le   lieu  géométrique  des  points  de  chute  N  de 
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chaque  trajectoire  a  -f-  s  sur  la  ligne  de  site  correspon- 
dante £.  A  cet  eiîet,  il  suflira  d'éliminer  e  entre  l'équation 
de  la  ligne  de  site    y  =  x  tg  e,  et  l'équation  de  la  trajectoire  : 

J  r>\    -r    I         -^V'^cos- (a  +  e) 

On  obtient  aisément  la  formule 

qx- 
y  =x  cotg  a V2    •   •>      • 

Donc,  le  lieu  géométrique  cherché  est  la  parabole  de  même 
portée  que  la  trajectoire  a.  C'est  la  trajectoire  d'angle a. 

Quand  on  visera  le  point  M,  Terreur  sera  la  distance  MN, 
N  étant  le  point  de  chute.  La  parabole  ci-dessus  et  le  cercle 
de  rayon  01)  se  coupent  en  quatre  points,  dont  deux  au 
moins  Mo  et  M^  sont  réels.  Clierchons  l'intersection  de  la 
parabole,  lieu  des  points  N  et  du  cercle 

x^ + f  =  nîïiiiii± 

En  coordonnées  polaires  p  et  e,  la  parabole  s'écrit  : 

'lY';     sin  a  /in 

p  = 2 —  cos  (e  +  a) 

^  g      cos^  s  ^     1      / 

et  le  cercle        p  =  — ^  sin  'iol. 

il 

On  aura  alors,  pour  déterminer  s  la  relation  : 

C(îs  a  cos-  £  =  cos  (s  -{-  a  ) . 

Si,  après  avoir  développé  et  élevé  au  carré  cette  é([ua- 
tion,  on  supprime  le  facteur  cos  s  =  i,  qui  correspona  au 
point  M  y,  on  arrive  à  la  fornuile  : 

COS-'  £  ces-  £  +  COS  £   tg"  X  -{-  tg' CL  ^^  O  ^ 

'  Uxi  [KHit  encore  écrire  celle  lormulo  :       t :^  a  =  cos  £  tg  — . 

IJALISTIQIK.  .X 
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('•([iialion  (lu  Irolsirino  do^nM»  f|ni  clolcnniiic  los  |K)iiils  M^  M» 
<'l  M,.    . 

A  lin  do  disnilor  les  cas  do  irai  il  ô  dos  raoiiios,  clicrclioiis 
la  condition  pour  (juo  M^  vi  NL  coïncidoiil  ;  i^  et  E^t  étant 
alors  los  \alcurs  do  doux  racines.  <lont  l'nno  e^o  osl  double, 
on  aura  : 

(COS   e  COS  Eio)*  (COS  £  COS  £;,')  ~:  O. 

Kn  dovolonpanl  ot  idontiiiant  a\oc  1  ô(|ualion  du  lixiisiènic 
doi^ro.  il  viendra  : 

'j.  COS  e.j  +  COS  £;,  ==  1 

COS-  £12  +  ■^.  OOS  £j2  COS  £;,  =  l^'  a'. 
COS  £;,  COS-  Ejo  1^'-  a'. 

Do  COS  Irois  o(|ualions.  à  trois  inconn nos  e^o,  £;,,  a' on  déduit 

—  .+v/7 


COS  £j2 


•A 


COS  £  .   --^.^ 


i4-V'    * 


•î  +  V  > 


points  Ml  Mj  roniiis) 

£.  ■  -  :'»0".  v.o',  ',V' 
(|)oinl  M.j) 

a'     ..:i(i^    ',V''^>»" 

I  Nal(Mir  dv  a  c^">rî*ospondant 
à  la  lounion dos  points  i,'^.) 


l'"ii:. 


•>o. 


On    jHMil    alors   disculor    coinplctc- 
inonl  lo  |)i'ol)l('nio  : 

Pn'inirr  <v/.s  :  a  <^  a'.  —  Les  4  ra- 
cines soni  réelles  cl  distinctes  o. 
CI.  £,.  £;•,  l(^s  poinis  Ml  et  Mj  sont 
(li>;|iiicls.  (  )n  [umiI  lornier  lo  tableau 
suiNaiil  : 
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■ 

<o 

=  o<., 

=      > 

=  - 

rC          0 

Sens  dos  coupj. 

> 

~      < 

\Ai  tableau  suivanl  donne  les  valeurs  des  -i  racini 
]>oiir  diverses  videurs  de  a  ;  elles  proviennent  de  1 
lion  de  l'éqiinllon  du  troisième  degré  qui  donne  eo 


— 

0" 

80" 

3° 
86^5. 

6" 
83-13 

9" 

ig'oi 
78"  54 

12" 

;3=.6 

37' IQ 
65°  16 

16^ 

4ï"26 
60»  4  a 

j6''43 
51»  5o 

jHiiiits  \[,  <■!  Mo  sont  conlbndi 
itarabolc  d' 


l'angle  f  —  —  a  1  est  lon- 

feiitc  à  la   circonférence  an   point 
1,0.  f      ■■        ■ 


leiite  à  la   circonférence  1 
j.  l^s  i  racines  sont  o 
alors  le  tableiui  s 


•/ 


• 

<o 

=0 

<£JÏ 

=  £13 

>ejj 

_    T 

Si'ds  ili^i'  coujis. 

> 

— 

< 

< 

» 
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Troisième  ras  :  a  >  a'.  —  I^os  |>oii)ls  M^  cl  M,  sonl  ima- 
ginaires. La  parabole  ne  coupe  plus  la  circonlerenco  qu'aux 
points  Mo  et  >!i. 


Fig.  22, 

Le  tableau  du  sens  des  coups  est  le  suivant. 


e 

<o 

o 

>o 

7C 

— a 

Sens  des  coups. 

> 

< 

o 

44.  Exercices  proposés.  —  i.  In  point  pesant  est 
lancé  d'un  point  0  avec  Ja  vitesse  \o  ;  déterminer  fangle  de 
projection  a  de  manière  à  rendre  maxinnun  la  distance  du 

Ï)oint  o  au  point  de  rencontre  du  projectile  avec  un  plan 
lorizontal  situé  à  la  Jiauteur  /  au-dessous  du  point  de  départ. 


On  trouve  : 


COS  'lOL  = 


;ii 


V:+.'/' 


j..  Soient  un  plan  incliné  de  l'angle  e  sur  riiorizontale, 
OA  une  ligne  déplus  grande  pente  et  i)\  une  normale  de 
ce  plan.  Du  point  O,  on  lance  dans  le  plan  AON  un  projec- 
tile qui  l'ait  un  angle  (^  îivec  OA.  (ialruler  :  i*'  Tangie  ç^, 
qu'il  fait  avec  OA  au  premier  point  de  clmle  sur  le  plan; 
'j.^  l'angle  9,1  qu'il  fait  après  avoir  rebondi  (n  —  1  )  l'ois,  en 
supposant  le  plan  parlailement  élaslicpie.  .Montrer  que  la 
vitesse  suivant  OiN  est  la  mènK*  à  rarri\é(î  cpi'au  départ. 
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(OA  cl  ON  étant  pris  pour  axes,  on  trouve 
cotg  cpi  =  colg  9  +  '-i  tg  s). 

3.  Est-il  possible,  du  sommet  de  la  pyramide  de  Ghéops, 
de  lancer  à  la  main  une  pierre  qui  puisse  atteindre  le  sol 
sans  touchet*  le  côté  incliné  de  la  pyramide  ? 

(La  hauteur  de  la  pyramide  est  13^™, 2  ;  la  longueur  d'un 
côté  du  carré  de  base  est  'l'i'j"*,^  ;  la  vitesse  initiale  avec 
laquelle  on  peut  lancer  une  pierre  à  la  main  est  de  iiî°^ 
par  sec.) 

4.  D'un  point  A  d'une  verticale,  on  lance  verticalement 
un  projectile  avec  une  vitesse  Vq.  D'un  point  B  de  la  même 
verticale  on  lance  verticalement  un  autre  projectile,  un 
temps  6  après  le  premier  et  avec  la  vitesse  V'o-  Quels  seront 
leurs  points  de  rencontre? 

5.  Démontrer  géométriquement  la  propriété  du  n°  '|3  :  le 
lieu  des  points  de  chute  sur  une  droite  inclinée  de  l'angle 
de  site  s  ([iiand  on  tire  avec  un  angle  de  projection  a  +  e  est 

la  parabole  d'angle  de  projection  l— a  ]  .  (a  est  supposé 

constant  ;  s  est  variable.)  V  '^  / 

(>.  Dans  le  problème  du  tir  sur  but  élevé  : 

a)  Trouver  l'équation  de  la  courbe  neutre,  lieu  des  points 
du  plan  vertical  qu'on  peut  atteindre  avec  la  même  hausse 
que  celle  qui  donne  la  même  portée  sur  le  plan  horizontal. 

(Eliminer  a  entre  les  équations 

s  Yo  sin  'lOL 

Ig  a  :=  cos  e  tg  —  ;         0  =  — . 

'^  0 

.V     .  'i\i  cos  £  sin  E  \ 

Un  trou\e  :      0  = 


(j     1  -f-  <^os  £  -f-  cos-  E — cos'^  £/ 


//)  Quel  est  l'écart  niaxinium  du  point  de  clnilo  sur  la 

«Iroite  (l'inclinaison  £  et  dn  bnt  situé  sur  cette  droite  à  une 

\  ^  sin  'J.OL 
distance  0    —  .  l'angle  de  projection  étant  a-f  e. 
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(Egaler  à  zéro  la  dérivéo  — ji-  de  la  conrI)c  des  points  de 
chute.  C'est  la  reclierclie  dos  normales  menées  de  Tongine  à 


la  parabole  l-^ a.  j  On  l 


rouve  : 


sm  e  =  db  \/  ^ ■ 2 —  l . 

c)  Quand  a  varie,  trouver  le  lieu  des  points  qui  corres- 
pondent au  maximum  précédent. 

Ellipse  :         X-  +  4y-  —  - —  y  =  o  )  . 
.  .7  / 

d)  Valeur  exacte  de  l'angle  fi  (|ui  relie  a  et  e. 

(tg  p  sin  ua  1^^  I  db  r/i  —  a  si  11  j.ol  tg  e  —  siu-  aol.) 

e)  L'abscisse  x'  du  point  atteint  sur  la  ligne  de  site  z  en 
tirant  avec  l'angle  a  -j-  e  est  telle  (pie 

X  == ( I  —  tg  a  tg  e). 

7.  En  cliacpic  point  de  la  trajecloire  et  sur  la  normale  en 
ce  point  on  porte  une  longueur  inversement  proportionnelle 
à  la  vitesse  du  projectile.  Lieu  de  ces  poinis. 

(Contour  apparent  d'un  jet  d'eau  lancé  obli(juement.) 

8.  Dans  la  famille  des  trajectoires  Vy  :=  const.,  lieu  des 
pointsoù  l'inclinaison  T  de  la  tnngeule  a  une  même  valeur  x^. 

9.  Equation  de  la  trajectoire  en  coordoimées  polaires. 

10.  Démontrer  que  l'équation  de;  la  trajecloire  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

y  ^.rtga  M  —  ^ j  . 
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1 1 .  Dans  le  problème  de  la  trajectoire  passant  par  un 
point  donné  (3 '2-2°),  posant  :  —  =  tg  e,  transformer  Féqua- 

tion  de  condition  :  tg  a — ^ — ; —  =  tg  e,  de  manière 


îi  V!  cos-  a 


à  lui  donner  la  forme  : 


0 


sin  (îa  —  e)  =  -vr-  cos  e  +  sin  e. 

'0 

Discuter  cette  équation. 

11.  Si  la  parabole  décrite  par  un  point  pesant  dans  le 
vide  coupe  une  droite  en  deux  points  A  et  B,  les  vitesses 
du  mobile  en  ces  deux  points,  estimées  suivant  une  perpen- 
diculaire à  AB,  sont  égales  et  de  sens  contraire. 

i3.  Deux  points  matériels  m  et  m'  partent  sans  vitesse 
initiale  du  même  point  d'altitude  II  et  tombent  suivant  la 
loi  de  la  chute  dans  le  vide.  Leur  écart  initial  étant  e,  (juel 
sera  leur  écart  Ç  à  l'altitude  o  ?  (Poussière  d'eau). 

(On  trouve  :  ^  =  'i  v  He  —  e.) 

14.  Dans  le  problème  du  n^  3(),  démontrer  que  les  tan- 
gentes OT  et  Or  aux  deux  trajectoires  qui  passent  par  le 
point  A  passent  par  l'intersection  de  deux  cercles  : 

V* 

i"  Le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  — **- . 

'1^  Un  cercle  de  rayon   (  — -  —  v  1  avant  son  centre  sur 

la  verticale  du  point  A  à  une  hauteur  y  au-dessus  de  la 
directrice. 

(Discuter  le  problème.)  (Bai Us.) 
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§6.  —  Tauleai:  des  pkincipales  formules 
i>l    mol'vemem'  i)a>s  le  vii>e 


4^*  Résumé. 

i)  Notations. 

A\,  =  vitesse  initiale  en 
mètres  par  secon- 
de. 

:  ■--  accélération  de  la 
pesantenr  ni.  p.  s. 

■-■-■-•.  leni[)s  en  secondes. 

-^-  vitesse  en  ni.  |).  s. 
(In  proje("lile  an 
|)oint.  J'Y. 

:=  portée?  en  mètres. 
.\j,,^  jj-^-coordoiméesdn som- 
met (le  la  trajec- 
l(Mr(». 


/ 


\ 


.r,  V 


aiif^de  do  projec- 
tion. 
coordoniKM^s  en  in. 
dn  projectile  au 
temps/.  Axesrec- 
tanf^iiiaires  :  ox 
posilii'daiis  ladî- 
nvliou  du  lir  ; 
ov  |K)sitir  vei's  le 
liant. 

inclinaison   de  la 
tanf^enleaupoint 


J'Y. 


j.)  luiuation  <h  m  trajectoire  iiaraljolifjiw  : 


Y  ^=  J'  ti;  a 


iH" 


j.\  i  cos-  a 


')  )  Vitesse,  v  en  un  point  : 

D-  __:  \  j  —  jjjY.  (an  sommet  \s  =  Vy  cos  a) 


\  )  Inelinaison  t  en  un  juànt  : 

qj- 
y  -  cos-  a 

))  Portée  : 


lînifrle  de  clmte  w  =  —  a) 


il 
;  maximum  ponr  a  ^=  —  .    l\)rl(M'   maximum   X 


m 


9  J 
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6)  Coordonnées  du  sommet  : 

Y'I  sin  '17.  Y^  si  II-  a 

Xg  = ;  ig  =  • 

7)  Temps  t  au  point  xy  : 

Va  cos  a 
,      t=— . 

9 
Durée  totale  du  trajet  jusqu'au  point  de  chute  : 

„, -aVq  sin  g 


Pour  a  =  — -  ,        on  a  :         T  =  — -  1/2  =  V/ 

.4  9^9 

8)  Équation  de  la  parabole  de  sécurité  : 

9  9 

9)  Angle  de  projection  qui  permet  d'atteindre  un  but  de  coor- 
données a  et  b: 


Vf          i    i  /  V*          'lYl  , 
tg  a  =  -^  =t  —  V -f '-b  —  a^ 

^  9  ^    ^   9  9 

-f-  tir  courbe  ;^ —  tir  tendu. 

10)  Vitesse  initiale  qui  permet  d'atteindre  un  but  déterminé 
(a,  b)  sous  un  angle  de  projection  donné  : 


V    1  sm  (a 


cos  e 


(a  —  z)    cos  a 

6 
avec  *S  £  =  —  • 

a 

1 1  )  Terrain  incliné  (z  =  inclinaison  positive  du  plan  sur 
l'horizontalej. 


•o 


Li:s  CAS  i.rMiTi:s  m    ritoiiLKMi-:  «\mstiqie 


Porlt'c  \.,  iiK'siim*  sur  \v  pl.'iii  iiidiiH'»;  l'angle  tic  |iro- 
jcclion  est  (Munplr  à  |)iti-lir(ir  l'hori/oiilalc  : 


\. 


•j. 


\r 


îl 


vos  1 


sin  (a  —  CI 


c'os-  e 


La  (lumî  (lu  Irajcl  '\\,  pour  all<*iii(ln'  \,  esl  : 

•j.\  „    sin  la  —  c» 


T, 


r; 


COS  £ 


17.)  l*(>\nl  de  chute,  (ioiinaissant  deu,r  dos  ({untro  quantîlc'S 
\  „,  a,  \  «'1.  T,  (lolcrniiiUM*  les  deux  aulivs. 


DONNKKS 


a.\ 


SOI.l  TIONS 


\  =- 


-sm  '>x 
il 


'j.\  ,)  sin  a 

il 


«A 

Vo 

\/ 

V  sin /a 

v„ 

j.  sin  a 

A,„\ 

sin  -j.T. 

A  ,,/J' 

sin  a 

.\,T 

1  "■  7. 

A 

^         .7 


■/  («,'  a 


\» 


V. -V^;/^T^-H^ 


CHAPITRE   II 

MOUVEMENT  RECTILIGNE  DANS  UN  MILIEU 

RÉSISTANT 

§  I .  —  Formules  dl  mouvement  rectiligne  horizontal 

46.  Hypothèses.  —  L'hypothèse  inverse  de  celle 
(lu  mouvement  dans  le  vide  s'obtiendra  en  supposant 
(|ue  des  deux  forces  qui  agissent  sur  le  projectile,  savoir  : 
la  (jravité  g  et  la  résistance  de  lair  cV[v)^  la  première  r/ 
(*st  nulle  (i4)-  C'est  le  second  cas-limite  du  problème 
!)alistique. 

Cetle  circonslance  se  présentera  en  pratique,  avec 
une  approximalion  plus  ou  moins  grande,  dans  trois 
ras  distincts. 

Premier  cas.  —  Le  mouvement  sera  rectiligne  quand 
la  perle  de  poids  du  projectile  plongé  dans  le  milieu  est 
égale  à  son  poids.  Ce  sera,  par  exemple,  le  cas  du  mou- 
\ement  horizontal  d'un  corps  flottant  sur  un  liquide 
en  repos. 

Deuxlhne  cas,  —  Ce  mouvement  sera  (Muore  recli- 
llgne,  en  première approximalion  toul  au  moins,  lorscpie 
7  sera  très  petit  devant  <'I'\^\  Celle  circonslance  se  réa- 
lisera pour  des  valeurs  sulfisannuenf  grandes  dv  la 
lonclion  y  f\  qui  tend  vers  l'infini  en  même  lem[)s  cpie 
la  \ilesse. 
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Troisième  cas.  —  Kiiliii,  lo  nioiivcnienl  est  encore 
rectilignc,  en  prcmirrc  a|)|)ro\iination,  lorsqu'on  consi- 
dérera un  arc  de  Irajerloire  Ires  voisin  du  sommet  de 
celle  courbe  et  lel  que  les  inclinaisons  t  aient  des  valeurs 
extrc^menient  voisines  de  zéro.  La  vitesse  en  un  point 
et  la  résisUince  lanfronliello  se  projetteront  alors  très 
approxiniativenienl  en  vraie  frrandeiir  sur  une  horizon- 
tale et  l'arc  de  trajectoire  dillérera  infiniment  peu  de 
la  corde  horizontale;  ([ni  le  sous-tend.  (le  cas  doit  donc 
être  considéré  connue  ini  nis-liniifc  du  problème  balis- 
tique correspondant  à  t  ^^^  o. 

47.  Équations  du  mouvement.  —  Soit  rF(r)  la 
résistance  du  juilien,  supposée  lan^ifenlielle.  Pitînons 
pour  axe  des  x  la  direction  du  inouNenient,  (|u'on  jjcut 
supposer  horizontale;  ;  on  aura,  pour  définir  ce  mouve- 
ment, la  seule  équation  diirér(Mili(?lle  : 

(I-j: 


dl' 


,__,  —  cK^'  . 


Comme,  par  délinilion  de  la  vitesse  r,  on  au 
l'équation  diirérenlielle  j)ourra  s'écrire  : 

(h  _ 
(It  ~"  " 


■rfT' 


11  '  \ 


d'où  l'on  déduira  le  temps  I  par  Tinlé^^rale 


.»f     ./,, 


1     .'^     ( 


en  désignant  par  0  la  vitesse  au    I(mu[).s  /  et  par  V    la 
l'ilesse  inilidle  [)our  [acpielle  ou  suppose  /  — :  o. 
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Pour  avoir  V espace  x,  on  écrira  : 

vdv  vdv  . 

-^  =  -cFiv)         ou  _^_cF(«). 


ce  qui  donnera  x  par  l'intégrale  : 

•'^  vdv 


1     r^  vdv 


en  prenant  x  =  o,  pour  /  =  o  et  pour  v  =  V^. 

48.  Fonctions  S(v)  et  D(v).  —  Le  problème  est 
donc  résolu,  moyennant  les  deux  quadratures  indiquées. 
Avec  la  fonction  F(i')  donnée  soit  par  une  expression 
analytique,  soit  par  une  table  numérique,  on  saura  tou- 
jours calculer,  une  fois  pour  toutes,  les  tables  de  ces 
deux  intégrales. 

Ces  tables  seront  à  simple  entrée  et  feront  con- 
naître en  regard  de  la  vitesse  v  les  produits  et  ou  ex. 

Supposons  ces  tables  construites  et  représentons  les 
deux  intégrales  par  les  notations  suivantes  : 

/  N  f  '    rfy  ,  ,  f  "  vdv 

^^''  =  -  i  F(ï;r  ^^^')  =  -  X  W) 

\  est  une  vitesse  arbitraire  clioisie  pour  origine  des 
tables,  pour  laquelle  on  supposera,  par  exemple  S(V)  =  o 
et  D^V)  =  o.  V  sera  avantageusement  choisie  en  dehors 
dos  limites  des  vitesses  qu'on  aura  à  uliliser  en  pratique 
(le  manière  que  les  nombres  de  la  table  soient  tous  de 
même  signe. 

BAUSTIQIE,  V» 
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Les  équations  qui  donnent  /  et  x  seront  alors  : 


s:i')-s.;v„) 


X 


c 


c 


ou  encore,  par  abréviation  : 
S  — S. 


j^ 


c 


c 


La  tahlo  pourra  être  (lis|)osée  conniK;  il  suit,  avec  la 
>itesse  /'  |)Our  argument  et  N    =^  i:j.oo'"  par  cxoniplc. 


V 

!                lîioo 

!                1199 
ii9« 

•    •    •    • 

/•/ 


0,0000 

o,o-'i8i 

o,o-')G'i 


0.0000 

o,o*a34 

o,o-4()8 


Dans  la  colonne  cl  (îst  la  fonction  S'r';  ;  dans  la 
colonne  ex  es!  la  l'onction  D  /'^  Par  de  simples  addi- 
tions ou  soustractions,  on  saura  ainsi  résoudre  les  diiTé- 
renls  pi-ohlèmos  (|ui  pourront  se  présenter  en  pratique. 


cours  ./•  et  ,r  et  les  temps  /  el  /'  an  houl  (lesquels  leur 

\ilesse  sera  (l(»\emie  v  soni  imersement  ]>roportionnels 

à  leurs  coellicienls  l)alisli(jues  :  r,r  -..-    r'.r'  et  cl  =  (^(\ 

2"  La  tal)le  de  la  lonclion  De    dorme,  pour  chaque 
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vitesse,  dans  la  colonne  ex  le  chemin  nécessaire  au  pro- 
jectile de  coefficient  balistique  égal  à  Tunité  pour  perdre 
un  mètre  de  vitesse. 

3*^  Propriété  analogue  pour  le  temps  dans  la  colonne  et, 

5o.  Fin  du  mouvement.  —  Nous  supposons  que 
F(i')  est  une  fonction  continue^  essentiellement  positive 
et  croissante  avec  v  jusqu'à  Tinfini.  Pour  v  =  o,  la 
fonction  F(v)  tend  vers  une  limite  finie  qui  peut  être  o. 

Considérons,  à  partir  de  Torigine  V^,  le  temps  total  T 
écoulé  et  Yespaee  total  X  parcouru  lorsque  la  vitesse  v 
sera  devenue  égale  à  zéro.  F(i')  est  une  fonction  décrois- 
sante avec  V  et  cette  dernière  quantité  décroît  quand  t 

augmente,  en  vertu  de  la  relation  -t-  =  —  <"F(î'\  où 
le  second  membre  est  négatif. 

Soit  n  un  exposant  tel  que  v~°F(i')  ait  pour  limite 
une  quantité  finie  quand  v  tend  vers  zéro.  Cela  revient  à 
poser,  dans  le  voisinage  de  y  =  o  :  F(y)  =  y"  [^-\-b\{y)'\,, 
la  fonction  i^[v)  tendant  vers  zéro  avec  v  ;  on  aura  ainsi 
le  développement  de  F(i')  suivant  les  puissances  de  v  au 
voisinage  du  point  v  =  zéro. 

Soit  v^  une  vitesse  assez  voisine  de  zéro  pour  que  le 
développement  précédent  s'y  applique  ;  le  temps  t^  mis 
pour  aller  de  V^  à  x\,,  ainsi  que  l'espace  a?,  sont  finis, 
puisque  dans  ces  limites,  le  dénominateur  F(i')  des  inté- 
grales ne  devient  pas  nul. 

Entre  v  et  i'^,  on  aura  : 

r""  du  r""  du 1      ï     r  ï  I 

r""  vdf))  /*^  dv       I      I    r  I         I 
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Faisons  tendre  rnainlenanl  r  vers  zéro. 

DilTérenls  cas  se  présenteront  suivant  la  valeur  de 
rex[)osant/i  qui  doit  être  supï)osé  d'ailleurs  ^o  d'après 
riiypothesc  faite  sur  la  fonction  V[i'). 

ils  sont  résumés  dans  le  tableau  suivant  : 


n 

0 

<  I 

I 

<a 

—  a 

>a 

T  = 
\  — 

fini 
fini 

fini 
fini 

(X 

fini 

00 

<•    • 
iirn 

00 
00 

00 

QO 

5i.  Origine  du  mouvement.  —  Supposons  main- 
tenant que  le  projectile  soit  lancé  avec-  une  vitesse  ini- 
tiale V^,  infinie  cl  cherchons  si,  pour  atteindre  une 
vitesse  /'  finie,  le  temps  /x  et  V espace  x-c  seront  finis  ou 
intinis.  Le  raisonnement  sera  le  même  que  dans  le  cas 
|)récé(lent,  en  posant  pour  de  très  grandes  valeurs 
de  V  : 

F(/))  =  v'''\a^  -\-  //'i>)|,  l'exposant  n'  étant  tel  que 
?'""'F(c)  ail  une  valeur  finie  pour  r  =  oc  . 

On  aura  donc  les  mêmes  formules  (pie  dans  le  cas 
précédent,  c'esl-à-dinî  : 


I 

rf 

I 

I                 I 

Cl                  , 

a 

I 

'X  —  — 
a 

I        r      I                  I     - 

n         'A 

.,11' -2            Vil' -2 

L_  '                      '  0         J 

On  fera  alors  \  „  =  oc  dans  ces  Ibrnmles,  et,  suivant 
les  \aleurs  de  /i',  on  ]K)uiTa  dresser  le  tableau  suivant  : 
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n' 

0 

<  I 

I 

<2 

2 

>2 

too    = 

00 
00 

00 
00 

00 

00 

fini 

00 

fini 

00 

fini 
fini 

52.  Exemples.  —  Supposons  que  la  fonction  F{v)  puisse 
être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonne  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  v  : 

F(i»)  =  Aou"  +  Alt;"  - 1  +  . . .  +  An/v»^'.  n'  >  n. 

1°  Pour  que  la  trajectoire  du  projectile  depuis  ¥0=  00 
jusqu'à  V  =  i)  soit  Unie,  il  faut  que  n  soit  plus  petit  que  2, 
et  que  n'  soit  plus  grand  que  1. 

Par  exemple  :       F(v)  =  A(,v  (i  +  ^^')' 

'1^  Pour  que  le  temps,  de  Vo  =  00  à  v  =  o,  soit  Uni, 
il  faut  que  n  soit  plus  petit  que  i,  et  /t'  plus  grand  que  i . 

Par  exemple  :       F(i')  =  A  -(-  bv-, 

'\°  Enfin  pour  qu'à  la  fois  le  temps  et  l'espace  soient  finis, 
il  faut  que  /i  <  i  et  n'  >  1. 

Par  exemple  :       F(i')  =  a  +  bv-  +  cv^. 

\^  A  remanjucr  le  cas  1  <  /i'<  2,  où  l'espace  x»  est  infini 
tandis  ([ue  le  temps  /«  est  fini. 


§  :>.  —  Discussion  du  mouvement 

5.'^.  Courbe  (v,  ex).  —  Pour  se  rendre  ccMiiplo  plus 
aiséinenl  dvs  [)ro[)ri6tcs  du  mouvement  roclilifrne  horizon- 
tal, construisons  une  courbe  en  prenant  pour  abscisses 
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les  vitesses  v  el  pour  ordonnées  les  produits  ex.  Comme 
on  a  :  ex  =  D'V)  —  D(^t.)'  ^^^^^  courbe  représentera 
la  fonction  D(''). 

Tout  d'ahord  cherchons  les  tangentes  aux  deux  extré- 
mités de  la  courbe.  On  a  pour  la  tangente  en  un  point 
quelconque  : 

nl.c  r 


f 


h    ~        V{v)  ' 


dette  expression  se  présente  sous  la  forme  —  pour 
/'  =  G  (à  moins  (pie  F(t')  ne  renferme  une  constante, 
auquel  cas  :  Uni  — ^  =0) .  JN)ur  i'  ==  oo  ,  elle  se  présente 

sous  la  forme . 

00 

Donc  dans  les  deux  cas  on  aura  : 
ini.     — . —     =  — 


dv  J  V\v) 

1^  Tan(jcnic  au  point  S  où  r  =  o  —  n  étant  comme 
précédemment  l'exposant  (pii  convient  à  la  fonction  F(v) 
dans  le  voisinage  de  /'  =  o,  on  aura  :  V'{\))  =nu"~*. 
Donc,  pour  i»  _=  o  : 

si       n  —  I  >o  la  tangente  en  S  qA.  verticale 
n  —  I  :^=  o  ))  inclinée 

n  —  I  <  0  »  horizontale. 

2°  Tangente  au  point  Q  ou  r  =  oc.  —  ai'  étant  dans  le 
voisinage  de  i'  =  oc  l'exposant  qui  convient  à  la  fonc- 
tion F(rj,  on  aura  F'(i')  =  n'v'^'^K  Donc,  pour  v=:<x>  : 
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SI 


n'  —  I  >  o  la  tangente  en  û  est  horizontale 


n' 


o 


n  —  I  <  o 


inclinée 
verticale. 


3°  Les  formes  de  la  courbe  [v^cx) ,  —  D'après  la  discus- 
sion précédente,  on  peut  distinguer  un  certain  nombre 
de  types  de  courbes  (v^cx)  diflerenciées  par  leur  allure 
aux  points  o  et  oo.  D'ailleurs  les  formes  en  ces  deux 
points  sont  totalement  indépendantes  Tune  de  l'autre,  de 
sorte  qu'on  peut  combiner  une  forme  du  premier  tableau 
avec  une  quelconque  du  second. 


Ti'û     n<^ 


1®.^  Tableau 

iv>i     n<z    ri'Z 
S         S 


n>z 


Cï 


Fm  du 

movcrement 


v=o 


/ 


Fig.   23. 

2  "Tableau 


V  o    ^  V  o      V  o      V  o  ^  ir  o  ^     v 


ex 


r  ^'' \^j2 


Origmeàa 

VsOO 


n*  o      n\i     TV'i     n\2    n*-2       n'>2 

Fig.  24. 


4**  Remarques .  — a)  Les  courbes  réunies  par  une  acco- 
lade ne  diffèrent  point  essentiellement  connue  formes. 
Il  Y  a  donc  seulement  quatre  formes  distinctes  pour 
chaque  tableau,  soit  au  total,  en  les  combinant  de  toutes 
les  manières,  seize  formes  de  la  courbe  totale,  de  i'  =  oo 


à  V 


o. 
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/>)  Quand  n  =  o,  rr(|iiation  cd.r  = -. —  est  celle 

A' 

(riiii  mouvenuMil  iiiiiioriiu'iiKMil  rotardr  d'accrlérallonc/t; 
la  courbe  (r,  c/;)  est,  vers  le  |)oi!il  S,  une  parabole. 

r)  Jjorsque  les  courbures  au  point  S  [v  =  o)  et  au 
point  û  {v  =  oc)  sont  o|)pos('es,  les  courbes  présentent 
un  point  (rindexion,  ou  un  nombre  impair  de  ces  points. 
Si  elles  ont  des  courbures  de  même  sens  au\  points  S 
el  U  elles  |)résentenl  zéro  ou  un  nouibre  |)air  de  points 
(Tinllexion.  Dans  tous  les  cas  ces  points  correspondent 
aux  racines  de  l'équation  : 

K(r)  —  cP(r;  =  o 
(pii  annul(i  la  dérivée  sivonde 


(lir 

(le  sont  les  points  où  la  loue-lion   F'V)   devient  pro- 
portiomielle  à  la  simple  \ilesse. 

54.  Fonction D(v).  — Les  courbes  précédentes  repi*é- 
senlenl  la  fonction  D(c^  dont  la  délinition  est 


D(C)     ::==  /       -    -—     . 


Si  la  courbe  est  linie  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
on  peut  prendre  j)our  \il(»sse  \,  (►ri^'-ine  (l(*  la  table, 
soil  \  1^=  o,  soit  r  =  oc  sui>anl  le  cas.  Mais  dans  le  cas 
où  //  ^  'A  el  //'  ^  >.,  (Ui  n(î  |)eMl  |)rendre  \r,  point  de 
départ  (k's  tables  à  ces  extrémités  rialurelleset  on  choisit 
arbitrairement  une  \ilesse\  ,  j)oui'  la(jiielle  on  donjne  une 
^aleur  arbitraire  à  la  foMclion  D.  Ka  soiislraction  qu'in- 
dicpie  l'opération  : 

ex  =r^  D  r    —  D.'N  J 
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fait  disparaître  et  Tarbi traire  de  la  vitesse  Vet  Tarbitraire 
de  la  valeur  initiale  de  la  fonction  D(V). 

55.  Courbe  (v,  et).  —  La  courbe  des  temps  et  en 
fonction  des  vitesses,  c'est-à-dire  la  fonction  s(t')  se 
discutera  d'une  manière  analogue.  On  trouve  les  types 
de  courbes  suivantes  : 


n=ioun^7. 


J^TaWeau/c/ 


Fin 
du  mouvement 

-VmO 


Fig.    93. 


rt'>i 


2'Tableau  Ict 


^\   Origine 
\du  mouvement 


I 


V  -  oo 


Fig.  i(j. 


56.  Cas  de  F(v)  =  BnV*.  —  Dans  le  cas  d'une  résis- 
tance F(i')  proportionnelle  à  une  puissance  n  de  la  vitesse, 
les  deux  intégrales  S(i')  et  D(v)  s'expriment  aisément  au 
moyen  de  fonctions  connues. 

On  a  en  cfl'et  : 


S(.)  = 
et 


/•"   dv  p  dv    _    I  ï       r     1  1     1 


p'  vdv  p    dv     _    j         »       r    I  I     1 


V  est  une  vitesse  quelconque,  qui  peut,  dans  ces  for- 
mules explicites,  être  la  vitesse  Vq  elle  nicmc. 


82 
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On  peut,  ail  inovcn  do  ers  f'orinnlos  générales,  établir 
les  i'onnuies  particulières  suivantes,  où  on  a  donne  à  n 
diverses  valeurs. 


o 


u 


l'at 


Vo-t' 


V 

I  I 


linX 


-.  ('.-) 


»L"'     vjj 


_L_r_j L_i 


n  —  u       u»— i 


VJ-.  J 


La  notation  h^^  est  mise  pour  rH,i. 

Espace  en  Jhnrfum  du  temps,  —  Dans  lt»s  (orninles  du  cas 
de  K(r)  -"  h,,?'"  (jui  donnent  /  el  .r,  il  est  très  aise  d*éli- 
niiner  la  vilesse  r  el  d'obtenir  mie  fornmle  f^énéralc  entre 
les  deux  variables  ./'  et  /.  (]'est  la  relalion  : 


[vjr-r+(''— ij  Mj"    '=  -Vrr-r+ ('^--'^j^narj" 


Pour  diverses  valeurs  de  n,  on  obtient  les  ('(juations  sui- 
vantes : 
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n  f(x,t) 

I 

<)  X  =  y/nt  —  —  OqP 


•1 


Vo  —  bix 

X  I 

Vo  '1 


Sj.  Développement  en  série.  —  Dans  le  problème 
du  mouvement  rectiligne  horizontal,  figurent  3  variables, 
la  vitesse  u,  l'espace  parcouru  x^  le  temps  ^ 

On  peut  prendre  pour  variable  indépendante  l'une  quel- 
conque d'entre  elles.  Mais  si  dans  le  cas  de  F(v)  =  BnV"  le 
problème  est  soluble  par  des  formules  explicites,  il  n'en  est 
pas  de  même  dans  le  cas  de  F(v)  quelconque  :  x  et  /  s'ex- 
priment facilement  en  fonction  de  v  par  le  moyen  des  fonc- 
tions D(i')  et  S(v),  mais  on  ne  peut  donner  par  exemple  la 
relation  /(x,  /)  parce  qu'entre  les  deux  fonctions  D  et  S  on 
ne  peut  éliminer  la  variable  r. 

On  est  alors  obligé  de  recourir  à  un  développement  en 
série.  Il  existe  6  développements,  chacune  des  3  lettres  v,/,a: 
pouvant  être  associée  aux  deux  autres. 

Soit  "^  un  élément  quelconque  dont  on  veut  le  dévelop- 
pement par  rapport  à  un  autre  \.  On  posera  \=-\^  —  (5o  —  ^) 
et  la  formule  ae  Mac  Laurin  donne  immédiatement  la  série  : 

1.2      U;» 


■>  -=0   (ïo  ^i)       "jT         + 


0 


(S,  —  l-f  f^ 


+ 
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<.)ii  trouve  aisriiioiit  1rs  dcrixVs  successives  suivantes  pour 
les  variables  x  vi  l  : 

ilr  iU   __    I 

dl  lir  V 

=  —  or 


iVr  il't  c-F    /  \ 

!1-L=.-  cMm  P^  +  FF";        Il  _  LL     ^,.fF"  + 

rF'(,.p—  ioF)-f.i5F»1 
Kl  par  suite  on  aura  les  deux  séries  sui>antes  : 

Il      x  =  \  (,/  —  rFo h  ^--Ko^^  T 

1.7,'  !.■>,.> 

-  rM^  (  F.?  +  FoF^ 


u 


1-4-  \  -F  F'  ~l 


+ 


Dans  I(;  cas  de  F(t'j  r-  Un»;",  ces  (ornniles  deviennent  : 


i.'2.3.4 
x' 


I .  '^^ .  3 . 4 
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On  yérific  que  pour  /i  =  o,  la  première  de  ces  formules 
et  pour  n  =  i  la  deuxième,  coïncident  avec  les  formules, 
données  au  n**  56. 

58.  Exercices  : 

1°  Etablir  les  quatre  autres  développements  en  série  de  la 
théorie  du  tir  rectiligne  horizontal,  à  savoir  ceux  qui  ren- 
ferment la  vitesse  v  comme  variable  ou  comme  inconnue. 


x^ 


V 


=  V,-^.  +  i^(V.F:-F„)-^ 


c»F„  r+ V'f'of'o'  1     x^ 

-1^    4-VoFi<V,F:-3F.)     -^ 


+ 


V,  .  Fo-VoF;  (Vo 


t;)^ 


n 


I.'2 


=v, 


,        r+V„FoF'     (v»-,0' 
cF„<  +  c=FoF;  ^  -  c»F,  (F;^  +  F„F:')  t;^  +  - 


,    ' /V    „,  I  ^KC^o-vy    .(F:'Fo-^F:^)(Vo-t>)^ 


cK 


cFl 


I.Î4 


n 


1.-2.3 


Jt'^  Appliquer  au  cas  de  F(t')  =  BqV",  et  arriver  aux  for- 
mules suivantes  : 

n — I  3-f-2nf/i  —  'à) 


1.-2 


J' 


Vq  —  t; 

'Ml  '  0 


n  —  1  (Vq  —  t;)       n(n —  i)  (Vp  —  vY 


'2 


v„ 


l.'l3 


Vj 


_  Ne.  —  I' 


'n  '  0 


n    V„  —  i'   ,   n(n  +  '  )  (  V„  —  t')- 


V, 


+ 


l  .  -2  .  *i 


VJ 


+ 
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3°  Di'*diiire  les  foniiiilos  Vj  et  Gj  des  ('^[nations  ex  ^I>  —  D» 
et  et  =  S  —  So  en  développant  Jes  loiictions  balistiques  D 
et  S.  [On  pose  v  =  V©  —  ( Vo  —  î')  et  on  applique  aux  fonc- 
tions b  et  S  le  dévelopjHînienl  de  Ta ylor  avec  Vq  —  v  comme 
argumenl.] 

4°  Dédnirc  les  formules  \')  et  G')  des  formules  du  n*  56 
en  posant  i»  =  \  o  —  (^  o  —  l'j  <*l  applicpiant  la  formule  du 
hinome. 

.'>°  Tontes  les  fonctions  ne  sont  pas  d'un  degré  qu^on 
puisse  déterminer  connue  il  a  été  dit  précédemment  (5i); 
d  est  des  fonctions  pour  les(pielles  la  limite  î;~°F(i;),  quand 
V  converge  vers  l'infini,  est  toujours  mdle  ou  infinie,  quelle 
(pie  soit  la  valeur  de  n  que  l'on  veuille  adopter  (de  baint- 
Hobert). 

Telles  sont  les  fonctions  A  Log?>,  Af?""',  etc. 

I**  Démontrer  que  si  V(v)  =  A  Lofr  t»,  on  a  toujours 
/x  =  30  et  ./•«  =  30  ,  pour  ?;  =  oc  . 

'2°  Démontrer  (pie  si  V(r)  =  \p"'^\  on  a  toujours  t»  et 
0*00  finis  pour  v  =  ce  et  (pie  de  |)lns,  la  trajectoire  tout 
entière  de  v  ==  ^  à  v  =  o  est  finie. 

()°  Formules  différentielles  du  munvcment  reetilitjne  horizon- 
tal. 

edjr.  +  j'dc  = p-  -\ p — 

rht  +  ibr  .^  —  -  ,-  +  -rr- 

Si  ./•  est  connu,  par  exemple,  les  variations  bv  et  bt  des 
deux  autres  variables  sont  données  en  fonction  de  bc  et  dVo 
par  i(»s  formules. 

f'^v         Vo^X'o  ^ 

—  .roc 


-="f(-^)-(v-')- 


MOUVEMENT   RECTILIGNE  DANS  UN  MILIEU  RÉSISTANT       87 

X 

Démontrer  que  le  facteur /est  toujours  positif. 

7**  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel  non  pesant 
soumis  à  une  résistance  exprimée  par  la  formule 

R=  K(e'"''—  i) 
(Formule  proposée  par  M.  Page,  Revue  d'artillerie,) 


CIIAIMTUE   in 

MOUVEMENT   VKKTICAL   DANS   LN  MILIEU 

KKSIST  VNT 

§     I.     Moi  VKMENT     VKIlTir.AL     ASCENDANT 

5i).  Mouvement  dans  le  vide.  —  Soil  O  rorigine 
(iii  iiiouveinenl  ol  O^  la  \orlicalo  (\{w  ([('cril.  le  projectile 
laiico  (lu  point  0  avec  la  \it(»sso  V^.  l/cspaiv  y  parcouru 
sera  roiuplc  posilivoincnt  de»  bas  (mi  haul,  c'cst-i-dîre 
dans  le  sens  du  niouvenienl. 

L'écjualion  dilTérenlielle  du  niouvenienl  étant  : 

(i 
on  aura 

flr__  _ 

On  en  déduira  farilenienl,  enlnj  les  trois  variables  y,  y 
et  /,  les  trois  équations  suivantes  : 

I  V* V' 

Le  projectile   nu)nt(^  juscprau  sommet  1\,,^s  où  on  a 

V  V- 

\  =  o;      !.=  _;       ^.^_. 


w--'-' 
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On  a  encore  :  Y»  = 


-Ml 


L'expression  de  t  en  fonction  de  y  est  la  suivante  : 

9 

60.  Mouvement  vertical  ascendant  dans  Tair. 

—  La  résistance  de  l'air  représentée  par  la  fonction  F(ij) 
s'opposant  toujours  au  mouvement,  on  aura  comme 
équation  différentielle  du  mouvement  ascendant  : 

^  =  _oF(.)-,. 

I 

y  est  ainsi  compté  positivement  de  bas  en  haut,  dans 
le  sons  du  mouvement. 

dy 
Comme  on  a  i'  =  -j-  ,  on  pourra  intégrer  et  obtenir 

le  temps  t  par  la  formule  suivante  : 

dv 


ct  = 


h.  F(^') 


9 


L'intégrale  est  prise  à  partir  de  la  vitesse  initiale  V^,^ 
pour  laquelle  on  suppose  /  =  o. 

On  aura  ensuite  pour  la  hauteur  y,  entre  les  mémos 
limilos  ot  avec  l'hypothèse  y  ^^  o  pour  v  =  \y  : 

l'dv 
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Ces  (Icuv  inlo«<ralos  sont  la  fi:onéralisation  des  fonc- 
tions s('')  ol  d(î')  trouvées  précédemment  (48) ,  auxquelles 
elles  se  réduisent  d'ailleurs  pour  ij  1=  o. 

Comme  on  ])eut  les  écrire  : 


cr(?')  ''^ 

<'lles  sont  enraiement  la  généralisation  <les  formules  du 
vide  (lu  u''  59  auxquelles   elles  s<î  réduisent  si  on  fait 

vV[v)    =  G. 

Posons  : 
„,         /  dv  1         vdv 

s;i=  /   -;    a;=  /  - 

On  aura  : 

cl  =  Sj-  —  z:  ;         vy  =  A,^'  —  A^ 

M(»\emiant  le  calcul  l'ait  une  lois  pour  toutes  des 
tables  des  loutrlions  SJj  et  A^en  parlant  de  la  fonction  F(r) 
e\périmenlal(\  on  aura  la  |)ossil)ililé  de  résoudre  numé- 
ri(pjeuient  les  problèmes  du  tir  vcrliad  de  bas  en  haut. 
(les  tables  sont  à  double  (Mitrée  el  auront  j)our  argu- 

7 
meuts  r  et  -^  . 


(• 


V  la  valeur  — ==  o  de  celle  Ud)le,  correspondent  les 
fondions  S^/')  ot  D('')  de  la  tbéori(*  du  tir  horizontal. 
Pour  Ja  valeur  —  =   oc,  les  lonclions  S  et  A  sont  infl- 
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nies;  mais    celte  condition  exige  que  c  =  o.   On  se 
trouve  donc  dans  le  cas  du  vide  et  les  vraies  valeurs 

des  intégrales  sont  t  =  —  (V^  —  v)  et  j=  —  ÇV'l  —  v^) 

ainsi  qu'on  le  reconnaît  par  la  deuxième  forme  sous 
laquelle  on  les  a  mises. 

6 1 .  Discussion  du  mouvement  vertical  ascen- 
dant. —  D'après  Téquation  différentielle 

dv 


dt 


=  —  9—  cF(v), 


la   dérivée  -r-  est  constamment  négative  ;    la  vitesse 

décroît  constamment  :   elle   s'annule  au  point  culmi- 
nant, où  on  a 

cT,  =  Sj:«       et       CY3  =  Ao'\ 

Si  la  vitesse  initiale  V^  est  finie,  le  dénominateur  des 
fonctions  S  et  A  ne  devient  jamais  infini  ;  donc  Tg  et  Y^ 
sont  finis.  Mais  si  la  vitesse  initiale  est  infinie,  la  résis- 
tance cF(v)  qui  Revient  infinie  en  même  temps  que  v,  est 
infiniment  grande  par  rapport  à  la  gravité  g^  de  sorte 
que,  pour  la  recherche  des  valeurs  limites,  les  fonctions 
S  et  A  se  confondent  avec  les  fonctions  S  et  D.  Le  temps 
et  l'altitude,  dans  le  cas  d'une  vitesse  initiale  infinie, 
seront  donc  finis  ou  infinis  dans  les  mêmes  conditions 
que  le  temps  et  le  chemin  parcouru  l'étaient  dans  le 
mouvement  horizontal  (5i). 

«  Il  en  résulte  que  si  la  résistance  de  l'air  suit  une 
((  loi  d'un  degré  supérieur  au  carré  de  la  vitesse,  il 
((  pourrait,  suivant  la  grandeur  du  coefficient  balistique, 


«  y  avoir,  enire  les  bornes  mêmes  de  l'almosphère 
"  reslre,   une  hauteur  limite   au  deli\  de  laquelle  i 
u  armes  à  feu  ne  jmurraient  plus  lancer  de  projecU.' 
ic  (oui  en  admettant  des  moyeiiN  de  projcrlion  très  puis 
f(  sanis  et  même  capables  d'imprimer  au  projectile  u 
«  vitesse  initiale  infinie  »  (de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  543 

a  A  l'instant  où  v  =-  o,  la  rt'sislance,  en  verlu  de  a" 
t(  nature  cesse  d'agir  et  le  mobile  qui  n'est  plus  sollîctfl 
n  que  iiar  la  pesanteur  tend  à  descendre,  et  desc 
i(  etTcctivcment  si  la  résistance  qui  reprend  son  actiJ 
11  dans  le  sens  opposé,  peut  Hrc  vaincue  par  Id  j 
Il  iclaliF  du  mobile, 

a  Arrivé  donc  à  sa  plus  ^ande  hauteur,  le  mobl 
H  retombera  si  cF{v)  qui  exprime  la  résistance,  ï 
"  pour  II  z=:o,  une  valeur  inCérieure  à  3  ;   il  s'arrèlt 
«  au  contraire  si  [Touru^oelle  prend  une  valeur^o;,'! 
(Joe.  cil.,  p.  5i.) 

Ce  dernier  cas  ne  peut  se  produire  évidemment  < 
si  F(f)  contient  un  terme  indépendant  de  n,  dooilj 
naissance  à  une  résistance  defroltement.  La  s 
presque  indéfinie  dans  l'air  des  corpuscules  très  lÂ 
s'explique  par  le  fail  de  la  grandeur  du  coeiricieatÈ 
liqup  c  de  ces  objets,  et  de  la  présence  dans  t'''(u)^^l 
terme  de  frottement  de  l'air,  aussi  petit  qii' 
ai  f  est  suffisanimenL  grand,  c'est-à-tlire  si  le  poidg  dS 
l'objet  est  suflisaniment  petit, 

62.  Courbe  (v,  cy)  du  mouvement  ascenda-n^ 

—  Représenlnn»  yrapliiqiiemenl  le   nnaivei 
dant,  en  prenant  pour  abscisse  la  vilrssc  r  et  pour  1 
donnée  l'espace  cy  ;  v  peut  varier  de  oo    à  i 
Le  projectile  pari  du  point  A  où  y  ^  > 
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jusqu'au  sommet  S  où  l'alfitudc  esl  rY^.  Celle  .illilutle 
sera  toujours  finie.  ^ 

La  tangente  au  point  b  que 
détermine  l'équation  : 
cdy r 

sera  toujours  horizontale. 

Le  [Xiint  0  de  la  courl>e,  en  ti"    i- 

amontdu  point  A,  qui  cori-cs- 

pond  à  la  vitesse  u  ;=  se  jouit  dti  iiiLines  |>ro]>rii'l(''. 
que  le  point  Q  de  la  courbe  (c,  f  jr)  tonsidci  e  ()rû  /dom- 
mcnt  (53).  C'est  la  fonction  J){x  )  c|ui  en  lègle  l(^ 

propriétés,  --  devenant  négligeable  devant  F{(').  Les 
formes  possibles  de  cnnrbos  seront  celles  ilii  serond 
lablcau  du  n"  53  et  dépendront  île  IV\|iiisant  liiial  ii'. 

Toutes  les  courbes  A  [>\  —  \  'P'i  correspundent  à 
des  valeurs  de  — difiëii-ntcs,  peuvent  donc  èire  prises 
avec  une  même  origine  S. 

A  la  valeur  -^  =  o  coi'i'csjHind  la  courbe  D  (c)  ;  pour 
des  valeurs  de—  croissant  jusqu'à  l'indiii  (cas  du  vide) 
les  courbes  A  funnenl  un  résean  cpii  rccimviT  loiil  le 
plan  entre  la  courbe  D  <'t  lave  des  al)scis^es  el  ([111 
représente    grapliiqiieiiienl    la    table    à    double    entrée 

V 


i',  ■=i-j  de  la  fonctinii  t;v. 
Mais  lorsque  lu  limclion  dV},  pn 


•  =  (>.   preiiil 
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une  valeur  infinie  [n  ^  2  (5,'î)  1,  cette  circonstance  se  tra- 
duira sur  le  graphiciiie  par  la  coïncidence  de  la  courbe 
D(y)  et  de  Taxe  des  cy.  Si  on  voulait,  même  dans  ce 
cas,  avoir  une  table  unique  des  fonctions  D  et  A,  il  fau- 
drait (comme  au  n''  48)  prendre  pour  origine  une  valeur 
arbitraire  V  de  la  vitesse  à  partir  d(»  hupielle  on  évalue- 
rait les  intégrales,  définies  alors 
|)ar  le  s\nd)ole 


* 

^(v) 

^A 

"xf'" 

0 

--^^^^v' 

% 

A  =  — 


■»y 


v(h 


l<(r)-h-2- 


Fi-.  -jiS. 


Le  grapbitpie  d(;  la  table  A  à  dou- 
ble» entrée  sérail  a|(»rs  celui  qui  est 
représenté  sm*  la  ligure  ci-contre. 


Les  points  d'inilexioa  des  rourixs  (r,  cy)  sont  déCnis 
par  l'annulation  de  la  dérivée  seconde  : 


c(py 


.7  i 


d'où  : 


rF'(r)  —  F(p)  ---•/- 


Si  F{r)  --=  Bn^'",  on  aura  pour  la  vitesse  d'inflexion 


v''  = 


!/ 


Il 


•    '•!{„ 


63.   Exercice.  —  Au  lieu  de  considérer  les  fonctions 
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cy  =  à  et  et  =  Z,  on  pourrait  considérer  les  fonctions 


-    et    gt  =  —    I 


dv 


+  1 
t/v     g 

Étudier  et  discuter  les  courbes  et  les  tables  à  double  entrée 
qui  leur  correspondent. 


I  2.  —  Mouvement  vertical  descendant 

64.  Mouvement  dans  le  vide.  —  On  prendra  la 
verticale  dirigée  de  haut  en  bas  pour  axe  positif  des  j, 
c'est-à-dire  dans  le  sens  du  mouvement  :  la  vitesse  ini- 
tiale est  Vq. 

L'équation  différentielle  étant  alors  : 

d'y  _ 
on  en  déduira  les  trois  équations  : 

Les  trois  variables  /,  u  et  j  croissent  sans  limite. 
En  fonction  de  y/,  s'exprime  par  la  formule  : 

^  ^  —  ^^>  +  \/yt  —  p,yr 

y 

65.  Mouvement  vertical  descendant  dans 
l'air.  —  Adoptant  la  même  convenlioii  que  dans  le 
vide,   c'est-à-dire  comptant   les  y  positivcnicnt  vers  le 
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bas,  dans  1(î  sens  du   nionvenicnl,  IVqualion   dîfleron- 
lielle  s'écrira  : 

_  =  — rl^(r)  +  r/. 

Le  second  mend)re  est  fornié  de  deux  lerines,  i'acc^ 
lénilion  de  la  pesanteur  /y,  (|ui  tend  à  augmenter  Li 
vitesse,  et  la  résisUmvc  de  I  air  cV[rj  (|ui  tend  à  la  di- 
minuer. 

lnté«<rant,  comme  au  n"  (îo,  on  arrivera  aux  équa- 
tions : 

<^t  =  S?  —  Sv  ;       <7  =  Vn-  —  n 

en  posant  : 


9v 


Sv  =  I ;       Vv 


fir  i  vflv 


V  étant  une  \il(\sse  arbitraire  (juelcoiujue. 

Des  tables  à  double  entrée  (/»,  -^j  de  ces  deux  fonc- 
tions permettraient  de  résoudre  les  problèmes  du  tir  ver- 
tical de  haut  en  bas.  Klles  seraient  calculées  avec  la 
fonction  b\r)  e\j)ériinenlale. 

On  peut  encore  faire  l'intégration  sous  la  forme  : 


66.  Théorème.  -      l^n  vitesse  r  acquise  par  le  pro- 
Jeclile  tend  vers  une  liiiiile  finie. 
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En  effet,  si  v  tendait  vers  Finfini,  il  en  serait  de  même 
de  la  fonction  cF(v).  Il  arriverait  donc  un  moment  où 

dv 
on  aurait  cF(v)  >  g^  c'est-à-dire  que  -y-  serait  négatif; 

la  vitesse  v  décroîtrait  alors,  sa  dérivée  étant  négative.* 
Il  n'est  donc  pas  possible  que  v  tende  vers  l'infini,  à 
moins  naturellement  que  c  =  o  (cas  du  vide). 

67.  Discussion  du  mouvement  vertical  descen- 
dant. —  Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

Premier  cas.  —  La  vitesse  initiale  V^  est  telle  que 

cF(V„)  <9. 

Le  second  membre  de  l'équation 

dv  ^,  . 

^  =  _cF(.)  +  ^ 

sera  positif  à  l'origine  du  mouvement  et  la  vitesse  v 

croîtra  jusqu'à  ce  que  la  dérivée  -j-  s'annule,  ce  qui 

aura  lieu  lorsque  la  vitesse  sera  devenue  égale  à  une 
certaine  vitesse  v\ 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  vitesse  v  ne  devien- 
dra égale  à  v'  qu'au  bout  d'un  temps  infini  et  après  un 
parcours  infini.  Posons,  en  effet,  au  voisinage  de  la 
vitesse  maximum  v\  l'identité  v  =  v'  —  (i>'  —  v)  : 
[v'  —  v)  est,  par  hypothèse,  une  petite  quantité. 

On  écrira  : 

d'v^  —  v] 
ct=    '  '  ' 


BALISTIQIE.  Ci 
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Le  point  i''  élanl  un  (joint  quelconque  de  la  fonction 
F(()),  celle-ci  sera  di^veloppable  autour  île  ce  poiat  par 
la  formule  de  Taylor;  si  on  la  réduit  à  ses  deux  pre- 
miers termes,  F(c')  disparaît  comme  égal  à  —  et  il  reste 


"    n-oX.  .'■- 


»). 


■  K'(. 


Quand  i;  tend  vers  it',  le  second  membre  tend  \ers  oc  ;. 
t  devient  doue  iulùli  Une  démonstration  tout  à  fait 
analogue  s'appliqueiait  à  y 

On  désigne  la  vilesse  v'  hous  le  nom  de  vitesse  ter- 
minale'. C'est  la  Mlesse  ipii  correspond  à  l'équilibre 
du  corps,  accéléré  d'une  part  par  son  poids,  retardé 
d'autre  pari  ]«ir  la  résistance  de  l'air.  Elle  est  définie 
par  l'équation  cF(c')  =  'J- 

On  remarquera  que  ce  premier  cas  suppose  qu'on 
puisse  poser  cF[^u)  <  y  et  que,  par  suite,  la  vitesse  V^ 
peut  être  choisie  assez  petite  pour  que  cette  inégalité 
soit  satisfaite. 

Deuxième  cas.  —  La  rilesse  liùthiU'  \j,  esl  telle  que 

cF(y,)>5, 

Dans  cet  te  hypothèse,  qui,  au  contraire  delà  première, 
est  toujours  réalisable,  -^--estd'abord  négatif;  la  vitesse 


»  «Hflind™  u 
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1" 

Mt 
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décroit.  Un  raisonnement  calqué  sur  le  précédent  fait 
voir  que  la  vitesse  continue  à  décroître  jusqu'à  ce  qu'elle 
atteigne  la  valeur  v'  de  la  vitesse  terminale  telle  que 
cF(i»')  =  g.  Cette  valeur  n'est  d'ailleurs  atteinte  qu'au 
bout  d'un  temps  infini  et  pour  un  parcours  infini. 

La  vitesse  terminale  v'  peut  être  nulle  ;  cela  arrivera 
si  la  fonction  F(y)  renferme  un  terme  constant  a  indé- 
pendant de  la  vitesse  et  tel  que  ca  >  y.  Mais  dans  ce 
cas  ni  le  temps  ^  ni  V  espace  parcouru  ne  deviendront 
infinis  quand  le  projectile  s'arrêtera.  On  pourra  en  effet 
écrire  l'équation  du  mouvement  : 

i|.=  _(ca—  r/)  — c'Ify), 

de  sorte  que  si  ca  y>  g  on  se  trouve  dans  le  cas  des 
équations  du  mouvement  ascendant^  la  gravité  g  étant 
remplacée  par  ca  —  g. 

Le  projectile  s'arrêtera  donc,  la  rt^sislance  de  frotte- 
ment du  milieu  étant  supérieure  au  poids.  Si  ce  projectile 
avait  été  lancé  de  bas  en  haut  on  aurait  eu  |)our  équation  : 

dv 

-^  =  —  ,  crt  +  </;  —  f}:  c;  ; 

arrive  an  liant  de  sa  course,  il  no  serait  ])as  relonil)é 
61). 

Troisiime  cas.  —  La  vilc.tse  inillnle  ^  „  (>.s7  IcUc  ijiie 

Dans  ce  cas,  le  mouveuKMil  (h^scendaFil  est  ri*rounMi- 

dr 
sèment  uniforme  et  récpiatioii  —y—  --^^  —  rV'r   -{-  //  se 

trouve  à  cbaipie  instant  satisfaite. 
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tiS.  Courbes  (v.cy^  du  mouvement  descendant. 

—  Premier  cas.  —  La  vilesxe  iniliak  est  plus  pelile  que  e' 

['■f(v,;<9].  ^ 

Prenons  toiijoucs  les  v  comme  abscisses  ot  les  cy 
comme  ordonnées.  La  vtlesser 
peut   varier  de  o  à  la  \itess& 

,cy'j  ont  pour 
vdv 


,/2%  y; 


{■qiintinn 


F(,.)  - 


qui    peut   swnre   i 


-i3 


-FM 


La  tangente  au  point  n  =  o  est  horizontale.  On  peut 
donc  prendre  dans  la  dcfinilinn  do  la  fonction  7",  la 
vitesse  arbitraire  V  égale  à  zéro  et  donner  le  même 
point  S  comme  origine  à  toutes  les  courbes  repréaenta- 
lives  des  fonctions  V-  Chacune  de  celles-ci  est  distin- 
guée par  une  cei'taine  valeur  v'  et  elle  admet  pour 
asymptote  une  verticale  située  à  la  dislance  0'  de  l'ori- 
gine. 

Ce  résean  de  courbes  complète  le  i-éscau  de  la  pre- 
mihrc  figure  du  n°  62,  Leur  réunion  permet  de  résoudre, 
complètement  le  problème  du  mouvement  d'un  corps! 
i|u'on  lance  de  bas  en  haut  et  (jui,  après  avoir  atteint' 
le  point  culminant  S  retombe  de  haut  en  bas. 

Ainsi,  si  on  demandait  avec  quelle  vitesse  r,  un  corpa 
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lancé  avec  une  vitesse  inîlialc  V„  île  bas  on  iianl  relom- 
berait  au  même  |x>inl,  on  écrirait  IVgalilé  des  deux 
lonclions  A  et  V  de  la  manière  siiivanle  i]'  i=  vS- 

Cetlc  relation  associe  un  point  o  d'une  courbe  i''  des- 
cendante au  point  V„  de  la  courbe  v'  nionlanle  ;  celle-ci 

peut  fître  désiynt'C  en  effet  par  àU\v')  au  Heu  de  A  [  '',  — )  - 

On  [»ent  remarquer  que  les  fondions  A  ou  v  considérées 
comme  fondions  de  la  variable  t'  et  de  l'invariant  o\ 
resicnt  les  miîmes  quand  on  pernuite  les  lellres  c  et  i*'. 

Deuxième  cas.  —  La  rilesse  inilinle  est  plus  f/i'an<le 
,«..TcF(V.)>j], 

Ici  ^hors  un  cas  particulier),  on  sera  obligé  do  prendi-e 
(HHir  limilc  supérieure  de  l'intégrale  y  une  vitesse  arbi- 
traire V.   Mais  on  ne   [Hiurra       ^ 
représenter  et  calculer  que  les 
fondions  v  corres  [Mandant  i\  des 
valeurs  de  v'  inférieures  à  \  : 
le  graphique  se  presenlera  de 
la  manière  ci-conlrc. 

La  fonction  d((';  correspon- 
dant i\  i''  =  o  limitera  le  R'seau 
de  ces  couriws  y.  •■'' 

Kn  amont  du  point  V,  les 
courbes  7  ont  pour  les  >ilesses  infinies  les 
priélésque  la  fonction  Ji'x  ).  Les  pmiuiété 
à  l'infuii  des  courbes  v  ^^oiil  donc  telles  de^ 
du  n"  (vj  an  [loinl  ù,  el  ries  rourlies  D  du  1 

Si,  en  (larticulier,  on  sii]I])om'  que  le  pninl 
hmcn  fmie,  il  seni  possible  de  reporler  an  ]ki 
au  lieu  de  r  =  V.  l'oriirine  lomuiuin'  (l<>s  e 


mêmes  pm- 
■■inrbes  A 


la  table  deces  fonctions  pourra  alors  renfemrier  l'ensemble 
complet  deces  courbes. 

69.  Résumé  du  mouvement  vertical  a.scenâajit 
et  descend ant-  —  D'apri^s  ce  qui  précède,  si  on  con- 
sidère le  mouvement  d'un 
projecl.ile  déterminé  (v' 
donné) ,  il  pourra  être 
étudie  de  la  manière  sui- 
vante parla  considération 
lies  courbes  (0,  cy). 

La  branche  flS  corres- 
pond au  mouvement  ax- 
ccndanl.  La  vitesse  dimi- 
nue depuis  ûo  jusqu'à  o 
(point  S  cidminantj  ;  le  mouvement  est  réglé  par  l'inté- 
grale AS. 

La  branche  SZ  correspond  au  mouvement  descendant 
pour  des  vitesses  V^,  <  v'.  La  vitesse  peut  y  augmenter 
depuis  o  (point  culminant)  jusqu'à  v'.  Le  mouvement 
est  réglé  par  l'intégrale  vS- 

La  branche  Q'Z  correspond  au  mouvement  descendant 
pour  des  vitesses  V„  >  v'.  La  vitesse  diminue  depuis 
30  (point  11'}  jusqu'à  v'.  Le  mouvement  est  réglé  par 
l'intégrale  VÎ-L^s  positions  relatives  de  la  branche 
O'Z  et  de  la  brandie  SZ  ne  sont  déterminables  que 
lorsque,  pour  i'  ^  oo  ,  le  point  11'  est  à  distance  finie. 
La  distance  SM  peut  alors  se  calculer  exactement. 

La  branche  SZ  peut  ^Irc  absente  et  la  branche  Û'Z 
avoir  du  côté  des  Z  une  étendue  Unie  dans  le  cas  d'une 
lésislance 


FW  = 


:"), 
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70.  Courbe  (v,  et).  —  On  la  discutera  d'une  ma- 
nière analogue  à  la  courbe  (i\  cy). 

La  courbe  (r,  et)  répond  à  Féquation  : 


ct  = 


fin 


Vo      t^W+f 


sur  la  branche  ascendante  ÙS  et  à  Fcqualion 

r/r 


ct  =  — 


V.  n-)  -  i 


,7 


sur  les  deu\  autres  branches  \  X/^w    .  t"        / 

/  /  12  ou  \  ^  >  y 

La  ia/n/ente  en  S  a  j)our 

expression  ^si  F(o)  =  o) 

fil 


dv 


1 

1 


Los  lanyentes  en  ù  et  Q' 
sont  réglées  par  les  propriétés 
de  la  fonction  S(  oc)  (55). 


Kijr.  32. 


71.  Exercices.  —  Kiu- 

dicr  le  mouvement  descendant  en  coiisicléraiil  les  fonctions 


•;«  =  - 


,1 


•  g 


nv 


cV{v) 
il 


cl      </V  = 


vni 


h 


V  V) 


9/  v„ 


H 


72.   Cas  d'une  résistance   proportionnelle  à 
une  puissance  de  la  vitesse.  —  Soit  \uv)  =  Ha?»"  la 
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résistance  ;  posant  cB^  =  6n,  on  aura  les  équations  difl'é- 
rcntiellcs  suivantes  : 


MOUVEMENT    ASCENDANT 


MOUVEMENT    DESCENDANT 


!/'=- 


<jy  =  — 


<jt  = 


gy  = 


dv 

1 

0 

vdv 

I 

bnV^ 

Ces  équations  sont  intégrables  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  n,  à  condition  qu'on  puisse  résoudre  les  équa- 
tions binômes  ; 


I   zt 


=  O. 


Soit   v'    la  vitesse  terminale,    telle  par  conséquent  que 

— — =  1.  En  introduisant  le  rapport  o  =  — -    dans  les 

(j  '■^        ^  v' 

équations,  on  pourra  les  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


v' 


V 


.'■> 


X  «  +  p" 


gt r<!      dp 

'^~X  •— p" 

gy  ^    A      p</p 

"'*     X   •  — P" 


f^cs  seconds  membres  sont  des  quantités  purement  numc- 
ri(pies,  dont  il  serait  aisé  de  calculer  une  fois  pour  toutes 
des  tables,  l'exposant  n  étant  donné.  On  voit  que  dans  ce 
cas  particulier,  ces  tables  sont  à  simple  entrée,  parce  que  le 
facteur  v'  sort  du  signe  f  où  il  ne  figure  plus  que  dans  le 
rapport  p  pris  comme  variable  indépendante. 
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73.  Hauteur  maximum  atteinte  par  un  projec- 
tile. —  Soient  T  et  Y  le  temps  et  la  hauteur  depuis  v  =  <x 
jusqu'à  u  =  o  dans  le  mouvement  ascendant  et  dans  le  cas 
d'une  résistance  F(r)  =  B^  v^. 

On  aura  : 


Posons  p  =  c  "  ;  d'où 


Il  viendra  : 


dp  :=:  —  C  n  ac 


1  2 

-  -  1  ^*    —  -  1 


«•'  Jo       i+=  "'-  Jo       1  +  ; 

Mais  on  peut  démontrer  (jue,  a  étant  une  constante  posi 
tive  et  plus  petite  que  i ,  on  a  : 


.'0      I  +./'  sni  ai: 


On  aura  donc  : 


nq  _,            7:  , 

7-  1  = ^  lors([ue  n  >  i 


l'  .  iw 

sm  — 


/I7    _.  T.  , 

— It"  1  = lors([ue  n  >  -à. 


SHl  


Dans  le  cas  où  /i  ^  i,  le  l(Mn|)s  et  dans  le  cas  où  u  i<  2, 
l'espace,  sont  infinis  (^i). 


io6 
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74»  Cas  de  ll=  1.  —  On  trouve  aisément  les  formules 
suivantes,  où 


V 


Mouvement  ascendant. 
4=.Log-L±Pl 

V  I  +  p 

ffY  T  ^  +  Po 


61  v'  =  g. 


Mouvement  descendant. 

v'  1  —  p 

^  =  p,-p  +  Logl-£i 

V'^  1 P 


De  cejî  équations,  on  peut  déduire  les  relations  entrey  et  <, 
qui  sont  les  suivantes  : 

y  =  —  v^t-{-{\o  +  v')-  [i-^e   Vf) 

9   \  / 

v'    /  -ET 

et  y  =  v't-\-  (Vo  —  t/)  —   Il  —  e   v' 

Pour  le  sommet  de  la  trajectoire,  on  fera  0  =  o,  d'où  : 


i  + 


9  0  V         ^/ 

Exercices.  —  Discuter  les  courbes  (v^ct),  (v,cy)^  (y,  t)  du 
mouvement. 

75.  Cas  de  n  =  2.  — On  trouve  aisément  les  formules 
suivantes  où 


V 

p  =  -T         et 


Mouvement  ascendant. 
J-.  =  arc  [g  Oq  —  arc  Ig  p 


'JL  =  LLo.rL±A 


V 


11 


•1 


hy'-  =  cj. 
Mouvement  descendant. 


qt         \   .        I  4- 0    I  —  Po 

v'  '1         ^    1— p     i  +  po 


0 

v"  1         "^     I  —  p- 


qy  If         »  —  0; 
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Les  relations  entre  y  et  t  sont  les  suivantes  : 

^  =  i.  Log  (  I  +  p5}  cos^  (arc  tg  po  —  3£\ 

V'  '1  \  V   J 

Pour  le  sommet  de  la  trajectoire,  en  Taisant  p  =  o  on  a  : 


v 


Ts  =  —  arc  t 
0 


Vo 


^    V' 


1  s  = 1-Og  —^ . 

'ig  ir- 

Exercices.  —  i**  Discuter  les  courbes  (y,  et),  (v,  rv),  (y,  0 
du  mouvement. 

•2**  Démontrer  les  formules. 


,   •     gt        ,-  qt 

V  sm  -^ >  y  cos  ^^ 

,  v'  v' 

Vo  siu  -^  + 1''  cos  J— 

V  V 

t/%      /Vo  .    gt,        gt\ 

V= Log  — :sm  ^'--f-cos-^ 

g  \v'         V  V  J 


IL  _J!L 

e""  —e      '" 


V 


Jii 

/»     Vf 


ut 


+  e 


ot 


r'-  ,       c  Vf  -4-  e      V 
y  =  —  Log ! — 


21 


U 


•1 


76.  Exercices. —  i.  Démontrer  que  dans  le  cas  (l'une 
résistance  quadratique,  l'espace  parcouru  pendant  le  mou- 
vement ascendant  peut  se  mettre  sous  la  l'orme  : 


cos(p--J 


cos  îi 


avec  l'^  3  :=  — - 

o    » 

V 


•X.  Soient  n  l'espace  parcomii  depuis  le  temps  t^  —  0  jiis- 
<prau  temps  /^  et  h  l'espace  parcouru  dej)uis  le  temps  /. 
jnscprau  lemps  ti  -\-  0,  par  un  point  pesant  (pii  se  nienl 
\«Tticalement  dans  l'air  et  est  soumis  à  une  résistance  (pia- 
dra  tique. 
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Démontrer  que  la  somme 

gb  ça 

e  ^'*  -\-e        "'* 

est  égale  à  une  valeur  constante  quel  que  soit  t^  et  quel  que 
soit  le  sens  du  mouvement  (M.  d'Ocagne.) 

!3.  Un  point  pesant,  sans  vitesse  initiale,  tombe  dans  l'air 
d'une  hauteur  h  sur  un  plan  horizontal  qui  le  fait  rebondir 
avec  sa  vitesse  d'incidence  ;  on  demande  à  quelle  hauteur 
il  s'élèvera  après  le  n®  bond,  la  résistance  de  l'air  étant  qua- 
dratique ?  (M .  Walton .  ) 

Soit  /ip  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève   après  le  n^  bond. 

Si  l'on  pose  e  tv»  ==  «p,  on  trouve  la  loi  de  récurrence  : 

ï  T 


Up  ^  1  —  I  Mp 


4.  Formules  du  mouvement  descendant  et  du  mouvement 
ascendant  dans  le  cas  d'une  résistance  cubique. 

(de  Saint-Germain.) 

5.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel  pesant  mo- 
bile avec  frottement  sur  un  plan  incliné  dans  un  milieu 
résistant. 

i 

6.  Temps  et  espace  pour  arriver  au  point  le  plus  haut  (de 

Yo  =  Qo   à  i;  =  ())  pour  une  fonction 

F(î;)  =  av\i  +  hv)  =  Av'  +  Bv\ 
Rèp. 

^(3^4  AQ^)T=Log^?^+-^ï±^^  (:i  +  arcsin-^V/^ 
^,(3^+AQ^)Y=Log^+-=i^=  f:L+arcsin-^  V/^,) 

OÙ  la  valeur  de  Q  se  déduit  de  l'équation  du  3*"  degré 

BQ3  —  AQ  —  ^  =  o     (de  Saint-Robert.) 
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7 .  Mèinc  problème  pour  une  fonclion  F{v)  =  Ae""'  cl  pour 
le  temps  T. 

T=  /    'l!^ . 

On  trouve  : 

nujT  =  Lofç  (>  +  f  )  • 

(de  Sainl-Robcrl.) 


I  3.  -  D 


EVELOPPEMENTS    EN    SERIES 


77.  Développements  en  séries  de  Mac-Laurin. 

—  Dans  le  problème  du  mouvement  vertical  fi^i^Mirenl  trois 
variables,  la  vitesse  ?»,  Vespace  parcouru  y,  le  temps  t. 

(]ommeau  u**  37,  on  peut  |)rendre  pour  ar^^nnent  du  dé\e- 
loppement  en  série  mie  (|ueleoncjue  de  ces  variables  et  les 
associant,  obtenir  ainsi  (>  Tornudesponr  le  mouvement  ascen- 
dant el  6  ibrnndes  pour  Je  mouvement  descendant. 

l-.cs  calculs  sont  développés  ci-dessous  dans  le  cas  du  luuu- 
l'ement  ascendant  j)f)ur  les  deux  >arial)les  v  et  /  donl  on 
obtiendra  d'abord  les  déri\ées  successi\es. 


\ 


Tir  =  *• 


I 

V 


_  =  _(,! +,„ 
d\ 

---=c(cr  +  ./)P 

dH  eV  +  ,j 


dH 
dv^ 

EL 
dy* 


V* 

eV 


il 


eV  +  ij 


rvV  —  'î(cF  +  il 

f      .       )  •)  1;'/  ) 
c-v-V- 


r' 


ij(cF  +  r/r 


DALlSTlVlR. 
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On  aura  ainsi  les  deux  séries  suivantes  : 

,)    j  =  V„<  -  (cFo  +  g)^+  (cF, .+  g)  cF(,  -^ 

-  (cF„+s,)[cF."  (cF,  +  g)  +  c^F;^]  -7-;^+- 

^«      |_+,5(cF„+jj^  J  ••^•^•'i 

r*Si  on  y  fait  g  =  o,  on  retrouve  les  formules  qui  don- 
nent X  cl  t  dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne  horizon- 
tal (ry-j). 

**  Pour  c  =  o,  la  première  donne  y  =\ot —  —  gt^  (cas 
du  vide)  et  la  seconde 

^■~'Vo      V?  i.'2  "^  v;  i.'2:3"^  vj  77X4  "^"" 


série  qui  n'est  autre  que  le  développement  de  la  formule 
du  vide  (jy)  : 

t  = 


Vo  —  V^VS  —  'igy 


9 

**Tonr  le  mouvement  descendant^  il  suffira  dans  les  for- 
mules ci -dessus  de  changer  ^  en  —  g.\ 

Les  quatre  autres  développements  en  série  sont  les  sui- 
vants : 

r>    „_v      ^^^«+g„. I  (cl''o+g)[cV,F^-(cFo+g)1   f 
.i)    v_N„  __^+ _ _ 


-^     +cV„(cF,  +  ./)(VoFi'-/,F;)     -^ 


(■F„4-a  I  *-"»/:»,.,    .     ,  „.,   I     r»      , 

^  H — 
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(cF,  +  g)  (cV„Fy  +  -^cF,;)  —  ■■tc-^VoFy  (V,  — »f 
(cF„  +  <7)»  i/i.:5 


/• 


à)    f  =  V.  —  (cFo  +  g)t  +  (cF„  +  j)  cF„  — 


<•■• 


•-  (cF.  +  s,)  [cF;'(cFo  +  5)  +  é¥i?]  -^-^  +.. . 


r^     .        Vq  — V    1         oF;         (Vq  — !■)- 
**^    '-cFo+<,+  (cF,  +  ^f 

cFi'(cF„  +  <])  —  •ic'F;^    fV„  —  Vf 


C-Fo  +  3)^ 


1  .  '2  .  '5 


+  ■ 


Mouvement  ascendant    (j  aie  signe  + 
—         descendant  g  — 

Pour  g  =  o,  on  retrouve  les  formules  du  n°  58. 
Pour  c  =  o,  on  a  les  formules  du  vide. 

^8.  Cas  de  F(v)  =  BnV°.   —  Les  formules  \)  et  G} 
deviennent  dans  ce  cas  : 


(/i— i)6„V5— 5f 


+  rr-T  "^nVJ  -  ' 


•j    "''n    0 
I 


(/i— i)6„Vff— (/i+  i)(/ 


Vq  —  l'   Y 


^-7X1"^-^"-^ 


V„-t 


(«  -|-  1  ')  6„ \!;  —  (/(  —  I ]  ;/ 


.''u^  ï  +  !/ 


+  ■ 


79.  Développement  en  séries  de  fonctions.  — 
Ix»s  développements  en  séries  do  Alac-Laurin  (jiii  vienniMit 
d'c^lrc  donnés  sont  tout  à  fait  ^'énérauv,  mais  ils  suj)|)os(Mit 
i)Our  élre  applicables  (ju'oii  ne  s'éloiijne  (juo  hvs  [xmi  du 
(X)inl  orif^ine  du  déNcloppemenl.  Un  [)eut  donner,  [)Our  le 


mouvemeiil  vertical  daus  l'air,  deux  autres  séries  qui  corn- 

Srenncnl  Huns  leurs  tcrnips.  nii  lîni  des  di-rivées  successives 
!■  hi  l'un,  li'H;  ilr  i.'  i-l;,ii.'.'.  ili'-  ikli'i  i.ilr-  ([uî  enihraasent 
ijiir   M    I    I     1  .      .  ■■  I  ■    I  '..       ■.  ...i:  ■■  .!■    1,1    l'outtion  F(ii)  et 

iiiriii.   il  iiii,ii!i    |(|i,-   im-iiii-  i|i'   \,i   i.ili'iir  [ixBcte  que  le 

Cl's  formules  sont  déduites  de  la  comparaison  de  l'ordre 
de  grandeur  relatitdes  dcus  l'orces  en  présence,  la  gravité  ^ 

et  la  résistance  do  l'air  cF|f}  :   i°  lors(|ijc  le  rapport    p 
sôi-aplus  petit  que  l'unité,  on  pourra  chcrclier  un  développe- 
ment suivant  li's  puissances  do^ ,  inverse  du  eoellicicnt  ba- 

cF(-(j] 
lisliqiie  ;  'j."  lorsque  le  rapport  sera  plus  petit  que 

l'unitt';.  on  pourra  au  contraire  chercher  un  dévclnppcmcnt 
suivant  les  puissances  de  c,  cocfticicnt  balistique. 

Ces  deux   développements  s'excluent  mutuellement  au 
nifnic  point,  l'un  é.tanl  convergent  et  l'outre  divergent. 

80.  premier  cas.  Développement  suivant  les 

If'?  1 

puissances  de  —    -p— p  "^  '    ' 


m 


■lile,  pm.cii.o-T,— -  <  , 


F(„, 


^  [-*+(*)■-■(-)(*)". 
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De  même,  pour  j,  on  aura  : 


cdy=  — 


F{v) 


9     ,   f  OV  r       /       ,^VJ7^''■ 


ûr+^      +..•(-  0 


cF    •   VcF;     '        '        '    \cF 


Posons  comme  définition  de  deux  intégrales  : 


Il  viendra  : 

*À^  Pour  le  mouvement  descendant  on  écrit  : 


'       cF 
On  voit  ainsi  qu'il  suffira  de  changer  jf  en  —  </  et  on  aura  : 

ment  )  c  \cj  \cj 

On  remarquera  que 


s  étant  la  fonction  balistique  rencontrée  dans  le  mouve- 
ment rccliligne  horizontal  (  \H). 

De  même  on  a  D_i  =  D(t')  —  D(Vo). 

\jcs  premiers  termes  du  développement  sont  donc  ceux  du 
mouvement  rectiligne  horizontal  ;  les  termes  suivants  qui 
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renferment  (/,  introduisent  de  plus  en  plus  Tinfluencc  de 
la  gravité. 

Le  mouvement  descendant  qui  est  représenté  par  les  dévc* 

loppements  ci -dessus  est  celui  qui  a  lieu  suivant  la  branche 

c¥(v) 
Q'Z  de  la  courbe  (v,  cy)  du  n°  69,  puisque >  i  et  par 

suite  V  >  v\ 

Dans  ce  cas,  on  sait  que  la  vitesse  décroît  toujours  jusqu'à 
la  vitesse  terminale  v'. 

81.  Exemple.  Cas  de  F(v)  =  BnV°.  —  Posons  : 
ehn  =  6n.  On  a  : 

P^     i    r^    dv    I        1      r     I  il 

Les  formules  deviennent  alors  : 

^^^"",7117  \i;^'^~  vj^j  ~  \fJ  'in — I  v^;^^^  ■"  w^J 

^   O-^-i-Z-J^ '      \'+'(^\         '         (     ' —\ 

m 

Le  signe  —  doit  être  pris  pour  le  mouvement  ascendant. 
Le  signe  +  ^oit  être  pris  pour  le  mouvement  descendant, 

82.  Deuxième  cas.  Développement  suivant  les 
puissances  de  c    — —^  <  i 

L   9 
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I**  Pour  le  mouvement  ascendant,  on  écrira  : 

dv 


gdt=- 


1  + 


f7 


Développant  par  la  formule  du  binôme  la  fraction 


iH 

cYiv)  .     .  ^ 

en  une  série  convergente,  puisque <  i,  il  viendra  : 


i/ 


(jdt  =  —  do 


De  même  pour  y,  on  aura  : 
rjdY=—vdv  1^1 -+   (— )   ...  +  (—, ri  (_| 


\  i/  / 


U  /   J 


Posons  comme  définitions  de  deux  intégrales 


Pjy         el 


11  viendra  : 


/  r  _  P 


ment   r  ■      i/      ^  \,7/  ^        '^    V!/        ' 

nscen-  i  c  >  \  ■  r  \  i' 

dant.   f.7v  =  l)o---I)i+    -)  0,+...      (-i)^'-     ^ 


•2®  Pour  le  mouvement  descendant,  on  écrira  : 


.w 


.'/'"= 


d'où  : 


dv 


c\ 


nr=dv 


rv  \  '• 


cV    ,     >K\-  ,              ,       rV 
hl +•••     H '     ! 


il 


/  r  .   \' 


nienl   \  -^  i/  v  f/  /  .7 

doscen-  i  c  c-  z'  '•  ,  i* 

dant.   r(/v=— Do— -Di—   -  )l)i—    •  '  — ^•'''-     ^\ 
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On  remarquera  que 

So=—  l'dv=\o  —  v     et    Do  =  -- /    Wy=~(VJ— y^) 

Les  premiers  termes  des  formules  sont  ainsi  les  termes 
du  vide.  Les  termes  qui  suivent  introduisent  la  résistance 
de  l'air. 

Ces  développements  sont  valables  de  part  et  d'autre  du 
point  S  pour  les  régions  de  la  courbe  (v,  cy)  du  n°  69  situées 
en  aval  du  point  de  la  branche  ascendante  où  la  vitesse  î/  est 
telle  que  et  {v')  =  g, 

83.  Problèmes  sur  le  mouvement  dans  le  voi- 
sinage du  point  culminant.  —  i""  On  lance  un  corps  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  très  faible  Vq  ;  quelle  sera  la  perte 
de  vitesse  quil  aura  subie  en  retombant  à  la  même  altitude  y. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  immédiatement 

-L  (Yl  -  v'.)  =  .^  J\¥dy 
ou,  en  première  approximation  : 

c'est-à-dire  : 
ou  encore  : 

Exercice,  —  a)  Retrouver  cette  formule  au  moyen  du 
développement  donné  ci-dessus  (82). 

6)  Chercher  le  second  terme  dont  le  coefficient  est  — . 

t  ,  ^ 
'2^  Un  corps  tombe  sans  vitesse  ;  il  arrive  à  un  plan  situé  à 
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une  hauteur  h  au-dessous  de  son  point  de  départ  au  bout  d'un 
temps  t.  Quel  est  le  retard  p  =  0  —  /  quil  a  subi  du  fait  de 
la  résistance  de  Vair  ? 

Si  V  est  la  vitesse  du  projectile  dans  Tair  à  l'arrivée  au 

Slan  h  au  bout  du  temps  t  ;  si  Vq  est  la  vitesse  du  projectile 
ans  le  vide  à  Tarrivée  au'plan  A,  au.  bout  du  temps  0,  on 
a,  d'après  le  théorème  précédent  : 

1     c 

v  =  Vo-\ Di(o,Uo) 


On  a  d'ailleurs  : 

</ô  =f  vo        et 
Donc  : 


gt  =  v 


(J 


Si(o,i'o) 


c'est-à-dire 


<jf(ô  —  <)  =  l'o  —  u  +  —  Si(o,i;o) 


I      c 

J  u 


^  -  s; 


84.  Cas  de  F(v)  =BnV".  —  On  a  pour  les  dévelop- 
pements du  n**  82  : 

S.  =  —  B£   /   v'^^dv  =  Bi; ^1 —  (V;p  + 1  —  ynp  + 1) 

D„  =  —  BS  /    i'»P  +  *Ji'  =  Bj; ^1 —  (V;P"-  —  t'°P  +  -) 

Posant  cBq  =  6n,  on  aura  donc  : 

.jl^±(V,-v)  - ^  -^^  (\-s - ' - ,." ^  ' ) 


n 


<J        'àN  -i-   I 


(VJn^l_,nM, 


...  (_  i)pf— V — î— fVî;p  +  ^  — V"p-i 
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/6'^\  2      I 


•••+ 


(_  l)p  (bL]  ^ î^  (VJP  +  2  __  ynp  +2) 


Le  signe  -}-  doit  être  pris  pour  le  mouvement  ascendant. 
Le  signe  —  doit  être  pris  pour  le  mouvement  descendant. 

Le  premier  problème  traité  ci-dessus  (83)  donnera  dans 
le  cas  de  F(i')  =  Bq  v^ 

g   nJ^  '1    ^ 
Le  second  donnera  pour  valeur  du  retard 

ou  encore,  puisque  (/O  =  Vq, 

Qn  +  l 

9  =  ^9'"' 


{n+i)  (n+'i) 


85.  Mouvement  au  voisinage  de  la  vitesse 
terminale.  —  Supposons  que  le  projectile  soit  arrivé  à 
posséder,  dans  son  mouvement  descendant,  une  vitesse  v  peu 
dilTcrentc  en  moins  ou  en  plus  (69)  de  la  vitesse  terminale  v' 
et  chcrclions  la  forme  simple  que  prennent  les  équations 
du  mouvement  quand  on  admet  cette  hypothèse. 

Posons  donc  identiquement 

V  =v'  —  (v'  —  v) 

{y' —  V)  sera,  par  hypothèse,  une  petite  quantité  relative- 
ment à  laquelle  nous  efl'ectuerons  les  développements  en 
série  des  deux  formules  du  mouvement  descendant  : 

,                 dv  .  vdv 

gdt  =r et         gdy  = 


—  ¥(v)  1 Fiv) 

9  '     9     ^ 
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On  écrira,  pour  la  première 


ydt  =  - 


d(v'  —  ?ô 


d' r'  —  i') 


V) 


C 

cl  comme        —  F(u')  =  i  par  liypotliese,  il  viendra 


cV'lv'idt  =  — 


d(r' — v) 
v' —  V 


1 


y'  —  V  V" 


d(v'^v) 


V   *' 


—  -vt:  t/i  v^—  V) 


d'où  en  intégrant,  avec  l'hypothèse  v  =  \  o  pour  /  =  o. 


cF7  ==  Loar 


v'  —  \ 


O       l,f i)         '       '2       F 


I    F'' 


Uespace  s'intégrera  d'une  manière  tout  à  l'ail  analogue 
et  donnera  IV^piation  : 

Enfin  l'élimination  de  v  entre  les  deux  équations  ci-dessus 
donnera  une  rehition  entre  v  et  /  (pii  est  la  suivante  : 


V  =  \V  +  (v'  —  \o)t  — 


f,  -v¥'[-y 


r 


V 


+  ... 


Tels  sont  les  deux   premiers  termes  du   dé\elo|)j)emeul 
en  série  dans  le  voisinage  de  la  vitesse  lermiiiale  /•  . 
La  dernière  é([uatiou  (|ui  peut  sWrire  : 


V  =  r't  — 


(' 


1'' 


I— (•    '^"') 
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montre  que  le  mouvement  est  presque  uniforme  et  qu'il 

y  tend,  quand  t  augmente,  avec  une 
allure  exponentielle. 

Si  on  construit  la  courbe  fj,/)  à  partir 
de  l'origine  M  où  la  vitesse  est  Vq,  la 
courbe  MZ  admettra  comme  asymptote 
une  droite  ayant  la  direction  v'  et  telle 

que  MA  =  —  , 

On  pourrait  dans  le  voisinage  de  t»' 

Fig.  33  partir  d'une  vitesse  V^  >  u'.  La  courbe 

correspondante    sera    MZ'    avec    une 

Y  —v' 
asymptote  en  A'  telle  que  MA'  =i—^^ — — . 

*-     ^  *  c¥'(v') 

La  courbe  (v,  cy)  qui  a  été  considérée 
précédemment  (69)  tend  asymptotique- 
ment  vers  v'par  une  allure  exponentielle, 
car  réduite  à  son  premier  terme  l'équation 
de  cette  courbe  est  : 

v=zv'  —  (v'  ^  Vo)  e      ^'  . 


Fig.  3j 


LES  PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES 
DES  TRAJECTOIRES  ATMOSPHÉRIQUES 


CHAPITRB    IV 

ÉQLATIONS  DltTÉllEMiELLES  DL    MULiVKVIENT 

§     I.     —    Ll'ABL.lSSilMENT    LIES    l'iQLATlONS 

86.  Première  forme.  Deux  équations  du  second 

rdre-  —  On  sait  (6)  que.  daiLs  li:  i>roblcnie  iii/istûnu: 
'xipal    on  se  pioposc  detudici  le  m  iivcmont  d'un 
aiitt  mul£n(I  d    masse  m  boumis  a  1  action  de  deux 
•s    la  pesJfiteai  diri^tL  de  haut    n  has  el  la  résis- 
^^^     î  du  milieu  dirigée  su  vaiil  la  tangente  à  la  tcajcc- 
kre  du  pmnt  et  eu  sens  m>Li':j     I 
i  -vitp'^e 

Soient  le'i  a\es  Oi.  hii  /mld  O^ 
wLical  M  est  iu  position  du  ni  bd 
ti temps/  KPHtiarébi  l-\ni     1   1    n       d  ïr 

'\pi  imtp  en  kilos  coinuip  k  poid  Fij;.  3',, 

ilupir|iclile  (loj   -(■-thn  Unii    n 

la  tangente  MT  ï,ur  I  li  iz  ni  k  \IM  .  (T.st  aussi 
ngle  que  fuit  avec  1  II  \u  lil  1 1  it-  i  l-iiR'e  II,  i|ii'nri 
;ïpo«e  tanyenUiile  ^a 
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En  projetant  successivement  sur  les  deux  axes  Ox 
et  Oy,  on  écrira  : 

d'ùo 
sur  l'axe  des  x  :         m     ,  .  =  —  R  cos  t 

dr 

sur  l'axe  des  y  :  m  --jjp=  — p  —  R  sinT. 

Divisons  les  deux  membres  de  chaque  équation  par 

m  ;  la  quantité  —  représente  l'accélération  I  due  à  la 

résistance  de  l'air  (lo).  Cette  accélération  ne  dépend, 
par  hypothèse,  pour  un  projectile  donné,  que  de  la 
vitesse  v  de  translation  :  elle  a  pour  expression  I  = 
^F(i'),  formule  où  c  représente  le  coefficient  balistique 

et  F(i')  une  fonction  dont  on  connaît  au 

moins  une  table  numérique  (i  i). 

On  aura  donc  pour  définir  le  mouvement  principal, 
les  deux  équations  du  second  ordre  suivantes  : 

-1^  =  — cF(u)cosT,  ^=—(j  —  cF{v)sm^. 

87.  Deuxième  forme.  Quatre  équations  du  pre- 
mier ordre.  —  Les  deux  équations  du  deuxième  ordre 
ci-dessus  sont  équivalentes  à  quatre  équations  difFéren- 
tielles  du  premier  ordre  qu'on  obtiendra  très  aisément 
en  remarquant  que 

dx  dy 

— -—  =  V  COST,  — f-  =  V  sin  T 

dt  '  dt 

On  aura  alors  : 


c  =  i\  — 


d(v  cos  t) 


dt 


=  —  c¥(v) 


w 


COST 
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-^^^ =  —  9  —  ^^\^j  sin  T 

Les  quatre  équations  qui  viennent  d'être  écrites 
peuvent  être  développées  et  combinées  de  plusieurs 
façons.  , 

Ainsi  développons  les  -.-  dans  les  deux  dernières  ; 
il  vient  : 

f    \  ^^^  •  ^'^  U'    \ 

(ij         COST  -7- V  SlUT  -j-  =  Cr^l'j  COST 

r 

{2)       sin T  -^  +  i>  cos  T  -^  =  —  jf  —  cF(^1)  sin  t. 

Multiplions  (i)  par  siuT  et  (2)  par  cost  et  retran- 
chons (i)  de  (2)  ;  il  viendra  : 

Multiplions  (i)  par  cost  et  (2)  par  sinT  et  ajoutons; 
il  viendra  : 

(4)  '        -^  =  — jf  sinT  —  cF(p). 

Par  Télimination  de  dt,  les  équations  (iî)  et  (4)  com- 
binées donnent  : 

/i-x  rf'rcosT'  c   .^,  . 

(5)  — ^ — j '-  =  —  rF  V  . 

Pour  discuter  et  résoudre  li^  problème  balistique,  011 
pourra  d'ailleurs  cboisir  Icllc*  ou  toile  combinaison  (!(» 
ces  écpiations  qu'on  Noudra  cl  nous  aurons  plus  loin 
roccasion  d'en  utiliser  quehpies-unes. 


Système  des  quatre  équations  usuelles-  — 

Nous  chuiairrtns  généraltmcnl  pour  tout  le  di'veloppe- 
ment  de  la  théorie  du  problème  balislique  priacipal  les 
(îquations  (3)  el,  (5)  que  nous  joindrons  au\  étpiationB' 
dedéliiiilinn  de  o  cost  et  de  v  siot,  mais  après  y  avoiif 
ieiii|)laL-L'  la  variable  dt  parla  variable  dz,  au-niojen  de. 
IV.<|u:.lioi.  Ci;. 

Ou  obtient  ainsi  lo  système  des  quûlru  équations 


I  d(vcosi)      <■ 

y"— h 


<}Viiifliiiiilson-;a  la  vitesse  u 
le  Ic/iips  /  à  i'  et  à  -z 


dy  =  —  - —  IgT'/T      —      Vnrdoiiiiik' 


i:  cl.  à  t:. 


On  introduit  souvent  aussi' la  variable  u,  vitesse  hori-, 
■Mnfale  définie  j»ar  la  relation  ((=!('  cos  t, 

Dl'  plus,  pour  abréger  les  nolatious,  on  convient  de" 
■enijilai'rr  F^ii)  par  la  notation  plus  simple  F. 

Ou  oliiienh  alors  le  système  suivant,  analogue  à  celui' 
lu  %iilc.iG:  : 

,  'In  (■      .,  _  ,  (('      ih 


11. 


<h 


.7   ' 


dy-- 


d-. 


'J 


On  remarquera  en  plus  l'e\preïsinn  qui  ilonue  l'arc 
ds  =  y/f/j:'  -j-  dy- 
<l  (Ml  ds  ^ 


'J      COST 


_'/     cris  - 
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89.  Équations  intrinsèques.  —  Soil  comme  au 
n*  20,  les  forces  projetées  d'une  [)art  sur  la  tangente  Mï, 
(raulre  part  sur  la  normale  MN  à  la  tra- 
jectoire au  point  M  ;  r  est  le  rayon  de  T 
courbure  en  M. 

On  aura  sur  la  tangente 

dv  . 


et  sur  la  normale         —  ==  —  (j  cost. 

r  ^ 

La    première    est    la    relation    ^4)     déjà     trouvée. 
La  seconde  peut  se  déduire  de  Téquation  (3; 

Vil 

— i-^=  —  (/cosT  de  la  manière  suivante  :  soient 

al  ^ 

M  et  M'  deux   points   très   voisins  ;    l(»s   normales   en 

ces  points  se  coupent  en  l.  Comme 
MM'  =  MWt,  MM'=  vdi  et  MI  =  r,  il 
vient  xhII  =  rd-:. 


V 


■'*?K^  L'cqualion   — y— =  —  ij  cost  pourra 

^7     donc  s'écrire  : 

Fig.  37.  r- 

—  = il  cos  T 

/•  "^ 

ce  qui  est  l'équation  intrinsè((ue  sur  la  normale. 

On  remarquera  que  cette  équation  est  indé|)endant(> 
delà  résistance  de Tair.  Kn  |)n)j(»lanl  sur  TaxcMlcs  .r  on 
obtient  une  équation  cpii  est  indépendante  de  la  seconde 
force,  la  gravité  ;  c'est  connue  on  sait    8j'  récjnalion 

(\'v  COST  ,, 

^ ; —  r:=  {'V    COS  T. 

dl 
90.  De  rKodographe .  —  Parmi  tontes  les  (*oin- 
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binaisons  possibles  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  du  problème  balistique,  la  première  des 
quatre  équations  du  n°  88,  savoir  : 

d (v  cos  t)  c     ^,  . 

— ^ — = =  —  v¥[v) 

d^  i/        '  ' 

possède  seule  l'importante  propriété  de  n^êlre  fonction 

que  de  deux  variables,  la  vitesse  v  et  l'inclinaison  t.  Son 

intérêt  particulier  résulte  du  théorème  suivant  : 

,,.     ,        .       j    „,        .      d(v  cost)         c    v./  \ 

L  intefjration  de  l  équation^ — -, -=  —  vt  [v)  per- 

met  de  ramener  immédiatement  aux  quadratures  la  solu- 
tion complète  du  problème  balistique. 

Sup])()sons  en  eflbt  qu'on  sache  intégrer  cette  équation 
et  exprimer  par  suite  v  en  fonction  de  t,  sous  la  forme 
V  =  ^  ("^^  ;  ^ïi  substituera  cette  valeur  de  v  dans  les 
trois  autres  équations  du  mouvement  (88)  qui  prendront 
la  forme 


I 


d'z  ,  I 


dt=^ WM ;         dx  = Wi-zYdz  ; 

(/         ^   '   COST  9 

dy  =  -jWj^fig^dz, 

La  question  est  ramenée  à  de  simples  quadratures  ; 
la  sohition  au  moins  théorique  du  problème  balistique 
est  complète  et  tous  les  éléments  se  trouvent  exprimés 
on  f()ncli(m  de  l'inclinaison  t. 

La  recherche  de  Tintégrale  de  l'équation 

d(v  cos  t)         c 


vl\v 


^ 


a])paraît  donc  comme  le  premier  pas  vers  la  solution 


EQUATIONS    DIFFÉRE>TIELLES    DU    MOUVEMENT  I27 

du  problème  balistique  ;  celte  opération  effectuée,  il 
restera,  il  est  vrai,  à  surmonter  encore  de  notables  dilli- 
ouUés  analytiques,  soit  pour  tirer  v  ou  t  de  l'intégrale 
on  vue  de  porter  leurs  valeurs  dans  les  autres  équa- 
tions différentiel  les,  soit  pour  intégrer  ces  dernières. 
L\'quation  différentielle 

rf'l>COST)  c  . 

(h  9 

est  désignée  en  Balistique  sous  le  nom  d  équation  diffè- 
re ntielle  de  r hodogrnphe , 

Remarque.  —  On  peut  introduire  dans  cette  équalion 
le  rayon  de  courbure  r  au   lieu  de  i»,    puisqu'on  a  (8()j 

V  =[/ — gr  cosT.  On  trouve,  avec  les  deux  variables  r  et  t, 
Féqualion  différentielle 

-7-  = I  3f/  sin  z  -j-  icF  U —  qr  cos  t)  . 

(h  (j  cos  t:   L  »/  w        j  /  j 

91.  Génération  de  Thodographe.  —  On  a])])elle 
on  général  hodographe  ou  courbe  que  décrit  la  ritcssc 
une  courbe  engendrée  connue  il  suit  : 
par  le  point  fixe  O,  on  mène  à  chaque 
instant  un  vecteur  OU  parallèle  à  la 
tangente  à  la  trajectoire,  c'est-à-din* 
faisant  un  angle  t  avec  une  d  roi  le 
liorizontale  Oj:  ;  on  prend  sur  le  vecteur  une  loii- 
fTueur  on  proportionnelle  à  la  > liesse  <lu  point  iualéri<'l 
sur  la  trajectoire;  le  ])()inl  11  décrit  ainsi  un<'  courbe 
polaire  PQ  qui  est  Yhodoijraphc, 

11  s'agit   de  démonirer  (pu»,   dans   le   <*as   du    pro- 
blème balistique,  riiotlograplu»  (pii  Vw\\{  (rèli'c  délini 
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ailiricl    liioii    pour    cquation    diflërentielle ,    la    rclalion 


Snicnt.  Avwi  rayons  vcclcurs  OH  el  OK.  inCiiinieiit 
■oîsins,  (le  longueurs  v  el  v-\-dv  et  faisant  avec  l'axe  Ox 
des  angles  t  et  t  —  rfi. 

Le  segment  HK  de  l'hudographe 
représente  donc  en  grandi 
direction  l'accroisse  m  eut  de  la   vi-' 
tes  se    L'    du    projectile    pendant 
temps  lit.    Si  G  est    l'accélération 
lolale   du   mobile,   c'est-à-dire  une 

rjuantiu-  telle  que  G  =  --^  ,  on  aura  HK.  =  GiU. 

Mais  on  sait  que  l'accélération  totale  G  qui  agit  sur  le 
projectile  est  la  résultante:  i^iîela  graiulê  y  qui  agit  sui- 
vant la  verticale  ;  2"  de  V  accélération  de  lit  résistance  de 
Pair  cF(w)  qui  agit  suivant  la  direction  de  la  tangente, 
en  sens  inverse  de  la  vitesse. 

Or  le  segment  AK  a  la  direction  de  la  gi-avité,  le  seg- 
ment AH  a  In  direction  de  la  résistance  de  l'air  j;' 
comme  HK.  est  leur  résultante  en  grandeur  el  en  dirac- 


»/( 


AH. 


rF(f)ill. 


SiKIestpeipendiculairesurOII,  on  a  Kl  = 
ol  comme  Kl  ^  (>rfT,  il  viendra 

D'aulre  pari,  si  hl:  c-il  la  projection  du  scj 
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sur  OXf  on  a  hk  =  AH  cos  t,  ce  qui  peut  s'écrire  : 

d(v  cost)  ==  c¥(v)  cosT  dt. 

En  éliminant  dt  entre  les  équations  précédentes,  on 
retrouve  bien  Téquation  difierentielle  de  Thodographe  : 

d'v  cas-:)         c     ^^  .  ^   , 

-^ — j =  —  rF,  r ;  c.  q.  f.  d. 

92.  Cas  particuliers  de  Thodographe.  —  i°  Dans 
le  vide  Ihodographe  est  une  verticale.  —  Car  si  c  =  o^rétjua- 
tion  de  rijouographe  donne  d(v  cos  t)  =^=  o, 
d'où  V  COST  =  consl.  C'est  la  propriété  bien  3^^ 

rmiiiiio  fin   la  r.nnstanrn  do   la  vitossn  bori-        y^ — Hl — 


zonlale  (17).  L'bodo^rapbe  est  la  verticale  // 

H  ir  IF  située  à  une  distance  Oir  =  \o  cos  a  ,,.  ^    , 

de  1  origuic. 

2°  Dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne,  Ihodoijraphe  est 
une  droite  passant  par  roritjine.  —  Car  si  (j  =  o,  on  doit 
avoir  dx  =  o,  d'où  t  =  const.  =  a.  L'Jiodograpbe  est  le 
vecteur  d'inclinaison  a  passant  par  l'origine. 

3®  Dans  le  cas  dune  résistance  proportionnelle  à  la  simple 

vitesse,  V hodo(jraphe  est  une  lujne  droite.  — 

-^^/^  Soit  II  un  point  de  l'bodograplie.   Pour 

^^j^___^__^     obtenir  la  tangente  en  II,  on  a  vu  <)i)qu'il 

fallait  prendre  HA  =  cFdt  et  Ak  =  ijdt. 
^  Dans  le  cas  actuel,  on  a  F(v}  =  ll^v  et 

¥\g.  41.  cBi  =-^  hi  ;  on  écrira  donc  HA  =  b^vdt. 

Soit   L   le   point  où   la   tangente    11 K 
rencontre  la  verticale  du  point  0.  On  aura  : 

OL        OH  _     1 
ÂK  ~  ÂÎT  ""  MT 

il  où  :  OL=-t^ 

IjC  point  L  est  donc  un  point  ii\e  et  par  suite  l'iiodograplie 
est  la  droite  IIL  elle-nième. 
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93.  Équation  du  G^  Jacob.  —  i""  Nous  avons 
dit  que  Téqualion  dificrentielle  do  l'hodographe  était 
la  seule,  du  premier  ordre,  en  Ire  les  variables  du  pro- 
blème balistique  qui  fut  fonction  seulement  de  deux 
variables  v  et  t. 

Mais  il  peut  exister  des  équations  diflerenlielles 
d'ordre  supérieur  au  premier  n'ayant  également  que 
deux  variables.  Le  colonel  Jacob  a  fait  connaître  une 
de  ces  équations  qui  est  particulièrement  remarquable  : 
On  peut  former  une  équation  différentielle  du  second 
ordre  du  problème  balistique  ne  renfermant  que  les 
variables  v  et  j,  et  se  ramenant  à  deux  équations  du 
premier  ordre. 

2^  Pour  établir  cette  équation,  il  suffit  d'éliminer 
la  variable  t  entre  les  deux  équations  : 

d(v  cos  t)         c    ^  ,  v^  - 

— ^— ï =  —  vb  et  dy  = tg  t  dz. 

d-z  g  9    ^ 

Développant  chacune  d'elles,  on  aura  : 

c 
cos  T  dv  —  V  sin  z  dz  =  —  vFdz 

(j  cosT  dy  -\-  V-  siu  T  r/T  =  o. 

On  apcix'oit  de  suite  la  raison  de  la  réussite  de  cer- 
calcul  dans  la  forme  des  prcniiers  membres  des  équa — 
lions  ;  en  mullii)liant  la  première  équation  par  v  et  ei»- 

ajoutant  on  obtiendra  la  valeur  de ^- —  sous  la  forme  ^ 

**  cos  T 

dz  ^1      '    1  7  N 

—     4n-    vdv  +  (jdy). 


cos  z         cv 
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On   pourra  donc,   en  porlanl  celle  valeur  dans  la 
deuxième,    en    tirer    la    valeur    de    sin  t    qui    est    :. 

.  •  vdv  +  (fdy 

sm  T  = ,,  /  ^  . 

cray 

Nous  poserons  : 

EL-   ' 

(Iv  ~  ^' 

et  l'expression  de  sin  t  deviendra  : 

cVy[ 


SlUT 


^'  +  // V. 


3"  Considérons  maintenant  les  ('(pialions  sinudlaiiées^ 
c|ui  peuvent  remplacer  les  deux  preniiènvs,  savoir  : 

n  cos  T  (/y  +  v'-  sin  t  f/T  =  o    et    sin  t  ^= --—  ,. 

entre  lesquelles  il  s'agit  (rélimiiier  t. 
Kcrivons  identiquement  la  premières  : 

fj  cos-  T  dy  -\-  V'  sin  t  cos  t  d'z  =  o 

ou  : 

a  i  —  sur  T  — ; — \-  r*  sm  t  — ; =  o. 

''  '    dr  dr 

Or,  la  seconde  ('(juation  donne  sin  t  vu  fond  ion  de 

/  •*    — 

v' et  r  el,en  la  dilTrrentianl,  ou  aura  -   \     *  tn  lourliou 
'  dr 

des  mêmes  variables;  en  sul>sliluaul  1<'>  >,ilrurs  ainsi 
trouvées  dans  ré(|ualiou  en  siii  t  <'l  d  siii  t.  «►n  «'linii- 
ntTa  T  et  le  i»roblème  sera  résolu. 
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On  trouve  ainsi  l'équation  : 

2 


<yy'i 


■¥9v 


fy'^' 


_9_ 


gy'v  +  l'yv 


(I)"»- 


G 


C'est  l'équation  du  second  ordre  cherchée.  On  doit 
remarquer  qii'elle  n^est  plus  que  du  premier  ordre  si  on 
prend  comme  variable  la  dérivée  : 

Si  on  suppose  l'équation  différentielle  résolue,  c'est- 
à-dire  y  connu  en  fonction  de  i',  les  autres  éléments 
de  la  trajectoire  s'obtiendront  par  les  formules  sui- 
vantes : 

cVy: 


smT 


■>^  +  oyy 


a     tX/ 


-f'^dv;  t=.r^-lL.dv; 


Les  deux  dernières  résultent  immédiatement  des  for- 
mules 

dy  =^  [g'  dx     et     dy  =  v  sin  t  dt. 

94.  Équations  différentielles  en  coordonnées 
obliques.  —  H  est  utile,  pour  certaines  questions  de 
Balistique,  de  rapporter  le  mouvement  à  des  axes  obliques 
qui  sont  :  1°  la  tangente  Oz  à  l'origine  de  la  trajectoire  ; 
la  coordonnée  sera  V éloi(jnemenl  du  projectile  suivant 
€ette  ligne  au  temps  /  ;  2**  la  verticale  Oy  passant  par 
l'origine  ;  les  y  seront  comptés  positivement  dans  le 
sens    où    agit    la   pesanteur  ;    ils   représenteront    donc 
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V abaissement  du  projectile  au  temps  t  au-dessous  de 
la  ligne  de  projection  Oz. 

Soient  M  la  position  du  projectile  au  temps  A,  rj  la 
gravité,  cF  raccélération  de  la 


»  • 


Ig.   4-2. 


résistance  agissant  en  sens  m- 
verse  de  la  vitesse  v, 

ds  est  un  petit  arc  de  tra- 
jectoire, dz  sa  projection  obli- 
que sur  Ozy  dy  sa  projection 
oblique  sur  Oy. 

Les  composantes  de  la  résistance  cF  suivant  les  axes 

seront  : 

dz  rF    dz 

suivant  Oz       cF  -^  et  comme  ds  =  vdt ~  , 

i)     dt 

cV   d\ 

7/r 


suivant  Oy 


ds 
ds 


V 


On  a  donc  pour  les  équations  difTérentielles  du  mou- 
vement : 

-.  dh  c¥   dz 

suivant  Oj 


suivant  Ov 


dl' 
d'y 
dt' 


V    dt 
rF  d\ 


^         r     (it 


Nous  allons,  comme  il  a  été  fait  précédemment  dans 
le  cas  des  axes  rectangulaires,  remplacer  ces  deux  é(|na- 
tions  du  second  ordre  par  quatre  écjuations  du  prenii(»r 

ordre. 

<*F 
Eliminant  d'abord entre  les  (len\  éti nations,  on  a  : 


■:•) 


d'y   (Iz        <!':    ily  il: 

'liF~dï'~~lF  llT'^  '•'  7//  • 


BALISTlQtE, 
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Posons  maintenant 

— ^  =  i\  ;       v^  est  la  vitesse  du  projectile  projetée  sur  Oz 

suivant  la  verticale 

d\ 

—^  =  p;       p  est  une  quantité  qui  mesure  Tangle  de 

la  trajectoire  avec  Oz  au  point  M  ;  p  a 

la  valeur  o  au  point  0. 

Ecrivant  —y-  =  n  — -  et  différentiant,  il  viendra  : 

cil         *■    al 

•    iPj         dp   dz  d^z 

iF^iïT^'^  Pif 

et  en  combinant  avec  (i)  il  vient  ; 

9 


dp  ='^  d 

^        v: 


1^ 


d^z  cF    dz 

et,  d'autre  part,  en  combinant  avec  -^-r  = î- 

^      '  dl'  V     dl 

on  aura  : 

di\  = ' —  dp. 

Cette  dernière  équation  ne  renferme  en  réalité  que 
deux  variables,  car  v  peut  s'exprimer  en  fonction  de  i\ 
et  de  p  comme  il  suit  : 

^  Dans  le  triangle  AMC  on  a  : 

i^-y    MG=ÂG*+XM— 2AC.AMcosMAC; 
•c 


-g       or     MC  =  ds;  PiC=  dy  ;  AM  =  dz  ; 
Fig.  43.  MAC  =  -^— a 

On  a  donc  :        ds^  =  dy    +  c/z  —  2c/y  dz  sin  a 
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S 


ou  en  divisant  par  dz    \ 

dsV 


( 


Mais 


-— I    =1  p^  -\-  I  —  ip  sm  a. 
ds         V 


dz         i\  ' 
On  a  donc  : 

V  =  i\  [i  -{- p^  —  2/)  sin  a]  ^ 

i'  est  ainsi  fonction  de  i'^  et  de  p. 

On  pourra  adopter  pour  la  solution  du  problème 
balistique  les  quatre  écpiations  différentielles  du  premier 

oi-dre  qui  suivent  où  v  =  i\[i  -}- p^  —  2p  sin  aj - 

dv.  = dn  ;  dz  =  — ^  dp  ; 

il     ^'  0 

dt    =^      -^dp  :  dy  =  -^  pdp 

Ces  équations  correspondent  une  à  une  aux  équations 

du    n**  88  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires  el  il  est 

Iris  facile  de  passer  de  celles-ci  aux  antres  cpiand  on  fait 

sin  a=  o  et  />  =  tg  T  ;  i\  devient  la  vitesse  horizontale  u. 

f\       j»  -11                   sin  'a  —  t"! 
Un  a  d  ailleurs  p  = ^ . 

•*  COS  T 

•La  première  équation  coiTes])ond  à  Thodi^graphe  ;  elle 
n'est  fonction  que  de  deux  variables  r^,  et  /)  et  son  inté- 
gration permettrait  de  ramener  le  problème  aii\  <|ua- 
dratures. 


§  a.   —  Pruulème  BAusTiyuE 

()■)  Théorème  —  Si  o  lie  donne  a  priori  une  relalion 
finie  entre  deux  quelconques  des  éléments  du  moaveiMiit 
en  un  point  quelconque  le  h  trajectoire,  savoir  x,  y, 
el       m  peut  calculei   les  tiois  autres,  sans  qu'il  y 
(tsoin  de  irnnaitie  la  léitrtance  de  l'air,  c'est-à-dire 
la  fanvlion  F 

Ctla  rcsulle  de  ce  qu  une  des  deux  éqiinlïons  inti'in- 
'-eqie'"  (le  la  lra|prlfiie  (Sq)  ne  renferme  pas  la  résis- 
1  nce   de   I    ir      ij  p      c    t  ingenlîellc  ;   c'est  l'équalion 

—  =  —  5,  cos  - 

Celte  équation  fournil  donc  une  seconde  relation  enlrê 
les  quatre  éléments  .x,  y  (compris  dans  le  i-ayon  dl 
courbure  r),  v  el  t. 

On  a  d'ailleurs  en  plus  ; 

''■'■  ''y        .■  _      t"^' 


dl 


dl 


=  —  .7  ' 


cVsl-à-dire  en  lout  cinq  équations  entre  cinq  inconnues 
aucnne  des  équations  ne  renferme  la  fonclion  F. 

9(1.  Définition  du  problème  balistique  InverBe.; 

—  Supposons,  pour  préciser  la  nature  du  problème^ 
qu'on  ait  délerminé  expérimentalement  la  irajecloirï 
d'un  projectile  en  relevant,  ]»ar  exemple,  les  point! 
d'impacts  sur  des  (écrans  convenablement  disposés, 
courbe  ainsi  déterminée  pouiTa  être  représentée  par  u 
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formule  y  =  f\^)y  ^^^c  une  approximation  plus  ou 
moins  grande. 

Le  problème  balistique  inverse  consistera  tout  d'abord 
à  obtenir  les  valeurs  des  autres  éléments  i',t,  /  aux  points 
X,  y  et  le  théorème  précédent  démontre  que  la  solution 
en  sera  toujours  possible. 

Mais  il  sera  possible  également  au  moyen  des  valeurs 
calculées  de  les  porter  dans  l'équation  de  l'hodographe 

d' V  COS  T  '  c 

—^ — ; =  —  l'F,  et  par  suite  de  déterminer  l'expres- 

dz  g  . 

sion  de  la  fonction  F,  seule  inconnue  de  cette 
équation  ;  la  fonction  ainsi  déterminée  représente  la  loi 
de  résistance  de  l'air  qu'il  aurait  fallu  admettre  pour 
que  la  trajectoire  soit  justement  représentée  par  la 
fonction  y  =f{x). 

Si  on  choisit  y  =  f[x)  arbitrairement,  c'esl-à-diro 
en  deliors  des  quelcpies  formes  que  l'on  f)blient  par  une 
intégration  rigoureuse  des  équations  diiTérentiellcs  où 
la  fonction  Y'v)  affecte  une  forme  particidière,  on  trou- 
vera par  la  solution  du  problème  balistique  inverse  une 
expression  de  F  qui  ne  sera  pas  uniquement  fonction 
de  la  vitesse  de  translation  v  ;  il  v  entrera  dos  conslanlos 
définissant  l'origine  de  la  trajectoire  \\  et  a. 

On  aura  ainsi  altéré  la  loi  de  résistance  de  l'air 
expérimentale  et,  au  degré  plus  ou  moins  grand  d(^  celle 
altération,  on  pourra  juger  du  degré  d'a])pro\inialion 
que  réquation  y  =  f  x  comporte  et  des  liNpollièsos 
que  son  adoption  entraîne. 

Au  lieu  de  la  relation  y  ==.  f'x^^  on  peut  se  donner 
une  relation  entre  deuv  autres  éléments,  ainsi  qu'il  a 
été  dit  précédemment,  par  e\enq)le,  Ig  t  =  'f  /  ou 
cos  T  =  ^J\^  etc. 
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« 

97.  Premier  problème  balistique  inverse.  On 
se  donne  la  trajectoire.  —  Soit  y  =f{x)  réquation 
donnée  de  la  trajectoire. 

Désignons  par  j',  y"  et  y"  les  dérivées  successives  de  y 
par  rapport  à  x, 

\^  On  aura  tout  d'abord  pour  Y  inclinaison  t 

tgT  =  y,  ce  qui  peut  s'écrire  : 

I 

COS  T  = 


v/i+r 


2''  En  diiîérentiant  l'équation  qui  donne  tgT,  on  aura 
^"^     = /'(/x.  Mais  on  a  (88) 


COS''  T 


,                       V^  COS"  T         C?T 
(iX  = 


g         cos'^T 
Eliminant — j^-,  il  viendra  pour  l'expression  de  la 

COS'  T 

vitesse  v  au  point  x^  y  : 

'  +  y" 

^  ==  —  9—yr~- 

La  vitesse  horizontale  u  sera  donnée  par  la  relation  : 
3°  Comme  -r-  =  m,  on  aura  pour  le  temps  t^  l'équa- 


JL 

f 


dt 
lion  : 


=r/ 


/=  /   \/— ^  dx 


4°  Enfin  la  fonction  F  de  la  résistance  se  calculera 
comme  il  suit  : 
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dx^  g 

d'x  oy' 

on  obtient  :  — j-t-  =  -^ 

al'  olj 


(dx  ^^ 
"777"  )  ^^        --'/  ' 


Mais,  comme  la  première  équation  différentielle  du 
mouvement  (8G)  est  : 

— 777-  = CV  COS  T, 

a/" 

I 
et  que  cos  t  = 


v/i + /* 


.'// 


il  viendra  :       cF  = ^^  V^*  +  /^ 

Remarquons  d'autre  part  que  y*  =2' „i   ^ 

et  que  cos^  t  =^  (  i  +  y^')     ^ . 

On  voit  qu'on  peut  mettre  raccélération  cF  sous  la 

i" 

forme  :  cF  :=  —  - —  i>^  cos^t. 

Le  problème  balistique  inverse  est  ainsi  complètement 
résolu  à  Taide  de  différentia lions,  àTexception  de  l'expres- 
sion de  ^  qui  exige  une  intégration. 

98.  Application  à,  la  trajectoire  de  Piton-Bres- 
sant.  —  La  trajectoire  de  Piton-Bressanl  est  la  suivante  : 

V  =  jr  Ig  a vf^    >      \}  +  ^^V 

°  '2  >^  ces- a    '-      '  "    • 

K  étant  un  cocllicient  conslant. 
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On  calcule  immédiatement 


y   =tga  — 


gx 


Y^  cos^  a 


I  4_  1.  KV^o^ 

'2  u 


0 


•^  V^  cos-  a  ^  "  -^ 


/// 


COS- a 


En   employant  les  formules  du  numéro  précédent,  on 
obtient  aisément  : 

!•>        tg  T  =  tg  a V2  •'^'■'  >       (  I  +  —  ï^^o^) 

^  °  Vg  cos^  a    \  '2  "  / 

incUnaison  en  fonction  de  a:  ; 


'2^ 


vitesse  horizontale  en  fonction  de  x  ; 


3^ 


•2 


M,,/  = 


/emps  en  fonction  de  x  ; 


I  +  3KV^x~  •'  —  I 


r 


^         3   ,,   v'  cos'*  T 
cF  =  —  K 7, — 


•2 


cos-  a 


résistance  de  Vair 


On  voit  que  la  résistance  de. l'air  ne  dépend  pas  seule- 
ment, en  un  point,  de  la  vitesse  v,  mais  aussi  de  l'inclinai- 
son T,  et  de  l'inclinaison  a  à  l'origine.  On  pourrait  exprimer 
cos  T  en  fonction  de  i»,  ce  qui  introduirait  une  fonction  de  a- 
et  de  \  0  dans  l'expression  de  cF. 

La  trajectoire  de  Piton-Bressant  altère  donc  la  loi  de  résis- 
tance ;  dans  le  cas  de  t  et  a  assez  petits  pour  (jue  les  deux  co- 
sinus soient  sensiblement  égaux  à  l'unité,  l'équation  dePiton- 

3     .  ,      ,       ,     . 
Bressant  suppose  une  résistance  cF  =  -^  Ki;\  c'est-à-dire 

biquadralique. 


2 


EQUATIOS    DIFFERENTIELLES    DU    MOUVEMENT  l4l 

99.  Application  à  une  trajectoire  hyperbolique. 

—  On  a  souvent  proposé  depuis  Newton,  qui  indiqua  le  pre- 
mier les  analogies  des  deux  courbes,  d'assimiler  la  courbe 
balistique  à  une  byperbole  dont  une  asymptote  serait  verti- 
cale et  qui  aurait  pour  équation 

6    ax  —  X' 


* 

y  — 

a     b 

X 

tga 

a  et  6  étant  des  constantes. 
On  calculera 

a 

tga 

a   ^ 

a) 

] 

(6  — 

a-r 

«? 

a 

f  -  - 

b^ 
-  '1  — 
a 

(t>       a) 
[b  —  xf 

a 

v''/ 

.'' 

{b       a' 

L. 

ir  >v 

a    (6  —  xf* 


On  en  déduira  : 


lgT  = 


a 


b(b  —  a) 
{b  -  xf  J 


frr  -x 


inclinaison  en  fonction  de  x  ; 


.^o 


II 


(ja'b  —  xY 
~"  '26-16  —  a)  Ig  a 

vitesse  horizontale  en  fonclion  de  x  ; 


temps  on  fonction  de  x. 

/i*  Pour  calculer  la  résistance  de  Vair,  on  écrira  : 


P       y"  "■' 

cv  =  —  ■ 

•JJJ    COS  T 
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Remplaçant  y  et  u^  par  leurs  valeurs,  puis  {b  —  xy  par 
sa  valeur  en  fonction  de  tgT,  on  arrivera  aisément  à 
l'expression 

cF  =—ag 


4     '^  {btgoL  —  a  ig  Tj  cos  t 

L'expression  de  cF  ne  contient  donc  pas  v  explicitement  ; 
elle  dépend  de  l'inclinaison  actuelle  t,  de  l'inclinaison  ini- 
tiale a  et  des  deux  constantes  aet  6.  Celles-ci  ne  sont  d'ailleurs 
pas  indépendantes,  car  à  l'origine,  on  a 

ni  =  -7î — - — — d  ou  — 


•2(6  —  a)  tg  a  a         b        VJ  sin  ^a 

On  pourrait  remplacer  dans  cF,  cos  t  et  tg  t  par  leurs 
expressions  en  fonction  de  v,  mais  cF  contiendra  toujours, 
outre  cette  variable,  les  constantes  a  et  Vq  de  l'origine. 

100.  Exercices.  —  1°  Étant  donnée  la  trajectoire  du 
4^  degré 

^  =  ^  *8*  -  TvfSi^  (•  +  "^  +  ^-F^V 

(a  étant  une  constante)  résoudre  les  problèmes  analogues  à 
ceux  du  n°  98  pour  la  trajectoire  de  l^iton-Bressant.  Mon- 
trer ([ue  la  résistance  de  l'air  que  suppose  cette  équation 
est  de  la  forme 

3        v^  cos^  T 
cr  =  —  a 


'2       Vo  cos  a 
'1^  Étant  donnée  la  trajectoire  du  4®  degré 

J  =  ^  tg»  -  Tvff^iT^  (>  +  «^  +  bx^ 
(a  et  6  étant  des  constantes), 
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nionlrer  que  la  résistance  de  l'air  a  pour  expression 


3    v'  cos^  T       /  /  ,        8  ,  \  8 


6«o 


3®  L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  est  la  suivante  : 

Si  cF(i»)  =  64^^,  elle  se  réduit  à 

loi.  Deuxième  problème  balistique  inverse. 
On  se  donne  Thodographe.  —  Si  on  se  donne 
?'  =  ^''(t),  les  autres  éléments  seront  fournis  (90)  par 
les  équations  : 

rf/=— -Vit)— ;     dx=—-W(T)"d^', 

g     ^  ^  cosT  y 


dy=—-W{'z)  ig-zfh 

TM    j  i         d'vcos'z)         c    ^ 

L  hodoffraphe     —^ — = =  —  vb 

d-z  (J 

étant  développé  sous  la  forme 

cF         .             cos  T    dv 
=  sin  T p 

0  ^'       ^^' 

on  voit  que  la  fonction  F  sera  dclcrmince  par  la  relation 

cF         .  M''(t) 

=  sm  T ;777 -f  cos  T 
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qui  en  général  contiendra  clans  le  second  membre  les 
données  à  Torigine  V^,  et  a,  parce  que  Texpression 
r  =  ^"(t)  les  contient  elle-même. 

a)  Prenons  comme  premier  exemple  l'intégrale  de  l'hodo- 
graphc  sous  la  iormc  cos  t  =  /i"i''^  ;  /i"  est  une  constante 
([ui  est  telle  que  cos  a  =  /i"Yj. 

.^  •  In      „  1^" 

On  a  —  sm  t  =  nli^v^  ~  *  — r— 

a? 

cF 
et  par  suite  la  valeur  de est  : 

^  9 

cF       M  4-1    / j — - 

(j  n  ^ 

ou 

cF         /i+i.  /  /  V  T 

1°  Faisons  m  =  a.  On  aura  cos  t  =  /i-u- ; 
mais  Téquation  intrinsèque  de  la  trajectoire  (89) 


V' 

—  =  —  g  cos  T 


l'ait  voir  que 


gh' 


c'est  à-dire  qu'ici  r  est  constant.  La  trajectoire  sera  donc  une 
circonférence,  si  la  résistance  de  l'air  est  telle  que  : 


c 


rF  ,         . 

■A°  Faisons  n  =  —  i  ;  on  trouve  —  =  o  :  c'est  bien  le  cas 

9  ,       ^ 

(lu  vide,  puisque  l'iiypotlièse  /i  =  —  i  revient  à  poser 

V  cos  T  =  constante. 
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6)  Comme  deuxième  exemple,  cherchons  quelle  loi  de 
résistance  suppose  l'intégrale  de  Thodographc  : 

V  cos  (G  -j-  t)  =  g,         ^  cl  q  étant  des  constantes. 

On  a,  dans  la  formule  eénéralc  :  Wh)  = ——. — r 

^  ^  ^         cos  (y  +  ') 

sin  (6  H-  t) 


d  où  W'(t)  =  q 

Donc  l'expression 


cos-  (Ô  +  Tj    * 


— ■  =  sm  T ïïFTT  cos  T 

g  W(t) 

devient  : 

cF          .              sin  (6  +  t)  sin  0 

sin  T  — t: — : — -  cos  T  =  — 


</  cos  {p  +  t)  cos  (  6  +  t) 

„         .                         cF         /      sinO\ 
Par  suite  :  = )w. 

5^         \        7    / 

La  résistance  est  proportionnelle  à  la  simple  vitesse. 
On  arrive  directement  à  ce  résultat  on  remarquant  que 
Téquation  i;  cos  (6  +  tj  =  q  représente  une  dn)ile  (<)>•). 

c)  Comme  troisième  exemple,  chercher  la  loi  de  résiv<- 
tancc  qui  donnerait  comme  nodographe  une  conique  rap- 
portée à  son  foyer. 

La  conique  ayant  Téquation  : 


a 
v  = 


I  +  c  cos  (  0  -)-  T  ) 

(a,  c  et  6  sont  des  constantes)  on  trou\e  : 

cV        u      . 
=  —  (sin  T  —  e  sni  0) 


MUSTK)VB.  <) 


CIIAPITHE  V 

LES  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX 
DE   I.\   RALISTIQUE   EXTÉRIEURE 

I    [ .   —  Etude  de  l'uodogr.vp 

102.  Objet  du  chapitre.  —  Quand  on  suppose, 
conformémcnl  auï  hypollièses  faites  pour  l'établisse- 
ment (les  pquations  différenlieiles  du  mouvement  prilt- 
cipal,  que  la  résistance  de  l'air  est  tangenlielle  el  qu'elle 
ne  dépend  que  de  la  vitesse  de  translation  du  centre 
de  gravité  du  projectile,  on  peut  démonirer  un  ce^ 
l^n  nombre  de  propriétés  qui  appartiennent  à  toul( 
trajectoire,  quelle  que  soit  la  loi  de  résistance  de  l'air; 

Ces  propriétés  résultent  de  la  discussion  directe  des 
équations  différenlieiles  du  mouvement  (8 


(■) 


d(L. 


(,)        ,/,= 


'J 
.      ,1-. 


';i;   di. 


-d-. 


(4)    rfy  = Igîrft. 


Un  certain  nombre  (tes  théorèmes  généitiux  de  ] 
Balistique  Eïlérieure,  qui  résultent  de  cette  discusaiol 
sont  dus  à  de  Sainl^Robert  qui  les  a  publiés  au  tome 
(Balistique]  de  ses  Mémoires  scîentiGques  (1872). 
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«  On  sait  bien  que  la  résistance  est  une  fonction  de 
la  vitesse  ;  mais  la  seule  chose  qu'on  puisse  admettre 
a  priori  sur  la  nature  de  cette  fonction  est  qu'elle  va 
en  croissant  avec  les  valeurs  croissantes  de  la  variable. 
C'est  pourquoi,  sans  adopter  aucune  hypothèse  spé- 
ciale sur  la  résistance  du  milieu,  il  serait  utile  de  dis- 
cuter la  trajectoire  lorsqu'on  suppose  seulement  que  la 
forme  de  la  fonction  qui  exprime  la  résistance  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  est  telle  qu'elle  croît  progressivement 
avec  la  variable  et  qu'elle  converge  vers  l'infini  en  même 
temps  que  celle-ci.  »  (de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  68.) 

On  admettra  donc  que  l'accélération  cF(v)  de  la  résis- 
tance de  l'air  est  une  fonction  continue  de  la  vitesse 
telle  qu'on  ait  : 

F\v)  >  o,         F(oo  )  =  00  . 

Pour  «  =  o,  on  peut  avoir  cF(o)  >  ^  ou  cF(o)  =  (j 
ou  cF(o)  <  g  c'est-à-dire  que  la  résistance  peut  être 
telle  que,  pour  une  vitesse  infiniment  petite  sa  valeur 
soit  plus  grande  que  le  poids  du  projectile,  ou  égale  à 
celui-ci,  ou  plus  faible  que  lui.  Dans  le  cas  où  la  résis- 
tance ne  contient  pas  de  terme  de  frottement,  on  a 

f:o)  =  o. 

io3.  Équation  et  tangente  de  Thodographe.  — 

La  discussion  de  l'hodographe,  d'après  son  équation 
diflerentielle,  constitue  rintrochiolion  nalurclle  à  l'étude 
des  propriétés  générales  de  la  trajectoiie,  de  nionie  qiK^ 
son  intégration  constitue  le  premier  pas  pour  obtenir 
la  solution  du  problème  balistiqu(\ 

L'hodograplie    est   une  courbe    exprimée   en   coor- 
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données    polaires    (y,  t)    par    réquation    différentielle 

T  d(v  cos  t)         c     ^ 

dx  g 


que  nous  prendrons  ici  sous  la 
forme  développée 

dv  V      /  cV  .      \ 

Étant  donnée  une  courbe  en  coordonnées  polaires 
(i',  t),  la  tangente  en  un  point  est  déterminée  par  la 


valeur  de  l'angle  I  qui  est  tel  que  :  tg  I  = 
ou  lîi:  I  = 


V 


du\ 
vd-z  [  rfTJ 


dv 

On  a  donc,  dans  le  cas  de  l'hodographe  : 

a  cos  T 

t*>"  I  = ;^ —  . 

^  cF  -\-  fj  siuT 

On  sait  (91)  que  Ton  construit  géométriquement  la 
tangente  en  H  à  l'hodographe  en  prenant  HA  ==  cV 
et  AK  =  gy  et  en  joignant  IIK. 

104.  Théorème  I.  —  Pour  v  =00  ,  t  angle  x  prend 
une  valeur  différente  de  ±  — . 

Écrivons  l'équation  différentielle  de  l'hodographe  sous 

hi  l'orme 

g    dv  d-z 


I  + 


irsln-:) 


c    vV         cos  T 
et  intégrons  à  partir  d'un  point  quelconque  (V^,,  a), 
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OÙ  V^  soit  déjà  très  grand,  jusqu'au  point  t  où  i'  devien- 
dra infini.  On  a 


I    Z*^'  gdv  /•«/ 

c  X      t'F        j:    \ 


q  sinT\      d'z 
I  -4-  -^  ^ 


cF     y   cosT 


■ 

o  sm  "^ 
Mais  le  rapport  ^ —  ~  ne  devient  jamais  infini  dans 

les  limites  de  l'intégral  ion  ;  prenons  donc  une  cons- 
tante h  comme  valeur  moyenne  du  terme  [  i  +  -^ — y^  ) . 
On  aura  :  ^ 

^    ^  C   J^        vF  J.      COST 

Or  le  premier  membre  de  celte  égalité  reste  toujours 
fini.  Répétant,  en  effet,  le  raisonnement  fait  au  n**  5i, 
posons,  pour  les  très  grandes  valeurs  de  v  : 

F(r)  =  r"'  [a'  +  '^'^(^Ol  ^  '^'  étant  un  exposant  tel 
quer~'*'F(v)  ait  une  valeur  finie  pour  i?  =  oc  ;  la  Ibnc- 
lion  vj/(i')  tend  par  conséquent  vers  zéro. 

On  aura  ainsi,  à  la  limite 

/*^'  gdv  r^"    gdv  g        i 

c'esl-à-dire  une  quantité  finie  si  n'  >  o. 

Or,  si  le  prenu'er  membre  de  Tintégrale  'i;  conserve 
une  valeur  iinie,  il  en  est  de  même  du  second  qui, 
intégré,  donne  : 

-  h  Log  Ig  (^  +  -1)  +  h  Log  tg  (^  +  I)  • 
L*angle  t  ne  pourra  donc  prendre  ni  la  valeur  -f-  —, 


te  terme  h  Log 

Pour  u  =  00,  l'angle  x  a  donc  une  Itmilc  que  nniis  dési~ 

gnerons  par  9  et  qui  esl  différente  de  -) elde 

[La  démons  I  rat  ion  est  en  défaut  si  n!  =  o,  c'csl-à- 
dire  si  la  fonction  F  se  réduit  à  «ne  constante.  On  peul 

avoir  Q  =  ±  —  dans  celle  hjpolhcsc  spéciale]. 

Faisons,  dans  le  cas  général,  pour  fixer  les  idées; 


l      "F  - 


-  Il  Lo''  Ig 


Le  premier  membre   lend,  pour  v 
limile  finie  M.  Or  il  existe  deui  valeurs  de  t  telles  que 

Ig  ("rH~~")  ^*'  ""*^  même  -valeur  e  îT.  Ces  deux 
valeurs  différent  de  tu.  Donc  si  9  est  l'angle  limite  dcOnî 
plus  haut,  l'angle  (9  -}-  tî)  sera  un  second  anijie  corres- 
pondant à  une  vitesse  injïme.  Les  deux  directions  ainsi 
définies  sont 


io5.  Théorème  II.  - —  Pour-:  = ;-,  /a  vitesse 

lend  vers  une  limite  v'  telle  que  fFfc')  =  y. 
Ecrivons  l' h  odn  graphe 

Comme,  d'apros  le  théorème  précédent,  V  ne  devienï 
jamais  infini,  dans  celte  région,  un  pourra  entre  a  trèa 
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voisin  de  —  -^  et -^  remplacer  ( 1-  sinTl  par 

2  2  ^  \  if  I 

une  valeur  moyenne  k.  ,  i 

Intégrant  alors  Téquation  —  ==  k  — ''—  ,  on  aura 

l'  .  ces  T 


* 

Mais  (  -7-  -| )  ,  pour  :  --= ^ ,  devient  égal  à  zéro  ; 

comme,  d'après  le  théorème  précédent,  v  ne  peut  deve- 
nir infini,  il  faut  que  A:  soit  nul  ou  posilif.  Mais  cette 
dernière  hypothèse  est  en  général  impossible,  car  v  serait 
nul  ;  le  projectile  s'arrêterait  donc,  sollicité  cependant  par 
la  gravité^  la  résistance  F(r)  devenant  nulle.  Cette  cir- 
constance étant  impossible,  on  en  conclut  que  k  tend 

fcF  .      \        , 

vers  zéro,  ou  que  ( \-  sin  t  1  tend  vers  zéro  ;  comme 

sin  T  =  —  I,  on  voit  que  la  vitesse  v  tend  vers  une 
limite  t*'  telle  que  cV-v']  =  fj.  La  vitesse  v  est  la  vitesse 
terminale  déjà  rencontrée  .^(ij;. 

Cas  de  cF(o)  ^  </.  La  démonstration  précédente  esl 
en  défaut  lorsque,  pour  une  vitesse  nulle,  il  existe  dans 
l'expression  de  la  résistance  un  terme  de  froltoniont 
constant,  dont  la  grandeur  devient  égale  ou  supérieure 
à  celle  de  la  gravité  (f.  Alors  la  vitesse  IcMiuinale  devient 
nulle.  C'est  le  cas  représenté  par  cV^  ^  fj. 

Dans  le  cas  d'un  terme  constant  dans  la  résistance, 
mais  tel  que  cV^  <  (/,  la  déuionstration  subsiste  et  la 
vitesse  terminale  est  égale  à  v\  ^  itosse  ti^lle  (|ue  cV  r  '  =!J- 


I  o6   Théorème  m.  —  Im  vilexse  du  projectile  j 
par  un  minimum  pour  un  angle  négatif  donné  par  féqua- 
lion 

cF(iv,)    ,      . 

9       +™^— °- 

Suivons  les  variations  de  la  vitesse  v  depuis  la  valeur  oo 
qu'elle  admet  pour  -r  ^  8  jusqu'à  la  valeur  v'  qui  cop- 

respond  à  t  = -. 

I*  Tant  que  sin  t  sera  positif,  le  deuxîi^mo  membre 

de  la  relation  -7-  =     (^—  +  sin  t  j    sera  positif 

ai        cosT  \  g  I 

do  et  di  seront  de  même  signe  et  la  vilesse  v  décrottra. 
Par  suite,  sur  ta  bronche  ascendante  de  la  trajectoire  où 
-r  est  toujours  posilif,  la  vitesse  )'  décroîtra  depuis  l'ori- 
gine (a,  VJ  jusqu'au  sommet  de  la  trajectoire  où  t  ^  û 
ùtv^  V,. 

a°  ^u  delà  du  sommel,  t  devient  négatif  et  il  en  est 
de  même  de  sin  ■;;  sin  -7  est  donc  une  quantité  négative" 
qui  augmente  (en  valeur  absolue)  à  partir  du  sommet 
où  elle  a  la  valeur  /.éio.  iV  ce  sommet,  la  vitesse  étant  V.^ 
la  résistante  (■r{V5)  qui  est  nécessairement  positive  es) 
plus  grande  que  sin  t.  Par  suite,  sur  un  petit  parcours 
tout  au  moins,  cF^?»)  sera  plus  grand  que  sin  t  qui  part 

de  zéro  ;  —j-  restera  positif  et  v  continuera  à  déci-ollre 

une  fois  le  sommet  franchi. 

cF  décroîtra  avec  v,  tandis  que  suit  augmen- 
tera en  valeur  absolue.  Il  arrivera  donc  un  momenl 
où,   pour   un   certain    point  déCnî   par  la   vitesse  i 


THÉORÈMES  GÉ>'ÉRAUX  DE  LA  BALISTIQUE  EXTÉRIEURE       l'iS 

et    par    rinclinaison  t,,,    de    la    tangente,    on    aura   : 

(j  sin  T,„  +  cF(i'.„)  =  o 

dv 
ol  par  suite        -y-  =  o . 

C'est  la  condition  d'un  maximum  ou  d'un  minimum 
de  V. 

y  D'après  le  raisonnement  qui  a  été  fait,  il  s'agit 
évidemment  d'un  minimum.  On  peut  d'ailleurs  vérifier 
analyliquemenl  le  fait  ;  en  dillércnlianl  l'équation  qui 

,  dv 

donne  -,-,  on  aura  : 


d-v         1    dv /cV       .          crV 
7-r=— 7-1 h-smTH ]-\-t 


U  il 


1-4-  — 


\(J  J  COS-T, 


dv 
qui,  au  point  fL»iu,T,u)  oii  -7-=  o,  donne 

d^'       "-'-• 

C'est  une  quantité  essenliellenienl  positive  ;  il  s'agit 

donc  bien  d'un  minimum  de  vitesse.  Ce  iiiiniuiuni  est 

d'v 
d'ailleurs  unique,  car  -,-r  ne  peut  changer  de  signe  pour 

.    dr 
une  valeur  qui  annulerait  -j-  =  o. 

4*  La  vitesse  «v  mininiuui  est  nécessairement  plus 
(Mîtite  que  la  vitesse  terminale  /''  pulsipron  a  : 

cFa'...'  .  cV'r] 


sm  T  et 


H  il 

\  partir  du  poin'    '',„.v,„^,  cV  croît  de  mèine  que  sin  t, 
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sans  que  -y—  puisse,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  s'annuler  de 
nouveau. 

Lorsque  t  = ,  la  vitesse  v  deviendra  égale  à  la 

vitesse  terminale  v'. 


10^.  Discussion. —  En  vue  de  discuter  les  conditions 
d'existence  du  minimum  de  i',  considérons  les  deux  équa- 
tions auxquelles  y,n  et  t^  doivent  satisfaire  simultanément  : 

g  sin  -z^  +  cF(i'm)  =  o 

d'une  part,  et  l'hodograplie  de  l'autre,  qu'on  écrira  : 

(/(vcost)  cF     dx 

V  cosT  g     cosT 

Intégrons  cette  équation  différentielle  à  partir  du  som- 
met (Vg,  o)  jusqu'au  point  de  vitesse  minimum  (vm,  Tm). 
Il  viendra  : 

T  VmCOSTm  /*''"  cF       dx 

Log    *"        "^  =  / . 

Vs  Jq        g    COST 

cF 

Entre  Vg  et  v^,  la  vitesse  v  diminue  ;  le  rapport  ^^  con- 
serve toujours  une  valeur  finie.  Soit  k  une  valeur  moyenne 
de  ce  rapport  entre  ses  deux  valeurs  extrêmes.  On  sait  que 
l'intégrale  pourra  s'écrire  : 


et  comme  on  a 


Log  y^co^-n.  ^j^r-j^ 

Vs  Jo  COST 


on  aura  : 


X       COST  ^    ^\,4   ^  'ij 

f  l'm  COS  T,n  ,    ^         ^      I  "^       ,     '^nA 

Log    "^^       =  k  Log  tg  {-^  +  ^\ 


>'  (f + ^) . 
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OU  bien  : 

V,     r      (t. 

'm ^n   I 

COS  Tm 

ce  qu'on  peut  écrire  *  : 

Vm  =  Vs  (l  Sin  V)-^  COS^-*  Tm. 

Les  deux  relations  qui  définissent  le  point  (l'm,  Tm),  savoir  : 

6a)  Q  sin  T^  -|-  cF  (Um)  =  o,  condition  du  minimum, 

{^)  Vra.  =  Vs  (i  —  sin  Tm)"*'  cos^~^  Tm,      intégrale  de  l'ho- 

dographe, 
doivent  être  compatibles. 

à)  Supposons  Tm  =  o.  L'équalion  (a)  exige  ou  c=  o  ou 

F|l»,n)  =  0. 

Si  c  =  o,  on  est  dans  le  cas  du  vide  ;  la  seconde  équalion 
donne  Vn,  =  Vj^.  Le  miniimim  de  vitesse  a  lieu  au  sommet  de 
la  trajectoire. 

Si  F(Vni)  =  <^  i^  en  résulte  que  i\a  =  o  (à  moins  que  la 
résistance  F{v)  ne  contienne  une  constante,  auquel  cas  Vu, 
ne  peut  être  égal  à  zéro).  Si  i'^  =  o  la  deuxième  relation, 
où  on  fait  t^  =:  o,  donne  Vs  =  o.  La  vitesse  au  sommet 
étant  nulle,  on  se  trouve  dans  le  cas  du  mouvement  vertical 
ascendant. 

6)  Supposons  Tm  = '—.    L'équation   (a)  donne  alors 

(t.  t\         '+'^"7  T. 

^  On  a,  en  effet  :  Ig 1 )  =z ,  puisque  tg  —  =:  i . 

\  4      '-i  y         ,   "^  4 


Mais  ^%\=SJ\ 


COS  T  I  COS 


-f-cos':  sin - 


-^                l  T.    ,     'X       siuT+fi — cosT^       ^sinT  +  i  —  cnsT- 
I>onc  :  tg     —  H I  =:  -. r=  -•— i : ^  ; 

\^  4  2  y        sniT (l  — cost)        Slll-T (l  —  COST;- 

(i — cost)  ['2  +  2  sin  tJ  i-[-^i""  cost 

a  (i  —  COS  t)  COS  T  COS  t  i  —  sin  t 


r 
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— LH11=  1.  Comme  \,  >  l'ni.  puisque  v  diminue  à  partii 

,    'J                      cF(VO 
du  sommet,  c ^^ 

est  une  valeur  moyenne  entre 

Mais  si  fr  >  I ,  le  second  memBre  de  réqiialion  (P)  pour 

sin  T,n  ^  —  I,  devient  — ^  Vj  cos''"'  Tm  c'est-à-dire'  zéro, 

Oii  aura  donc         u^  ^  ii,  ce  qui  est  incompatible  avec 

^=  1  h  moins  que  i"  c^  œ,  si  Fiu)^  u  (mouvement 

impossible)  ou  que  i"  la  ràsislance  ne  coulieime  un  terme 
comtant  F{u)  ^  a  +  ■^{v)  tel  que 


,  «F(o)  ^ 


En  résumé,  dans  la  trajectoire  atniosphÉi'l{|ue,  Iv 
de  la  vitesse  se  trouve  sur  la  brancuc  di^scondante  en  uii 
point  (uaitm^  qui  n'est,  en  général,  ni  le  sommet,  ni  l'extré- 
mité \crticaIo  de  cette  branche.  Ce  minimum  satisfait  à  la 
condition 

ffsinT„,  +  cF(«„)  =  «. 

io8.  Tangentes  en  différents  points  de  i'hodo- 
graplie    —  De  l' cqii a liou  établie  précédemmeul  (io3), 

.  (f  cos  T 

on  déduit  immédiatement  les  propriétés  qui  suivent. 

g)  Pour  1)  =  eo  ,  on  a  (tF  =^  oa,  donc  I  ^  o.  L'ho- 
dographe  a  pour  direclion  liaiile  à  rinllni  une  droite 
faisant  un  angle  0  avec  l'horizonlale  et  passant  par 
l'origine. 

b)  D'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment  (io4J 
pour  un  angle  (tî  -|-  9),  on  a  encore  v  ^  oo  ;  la  courbe 
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a  donc  un  point  à  Tinfîni  dans  la  direction  directement 
opposée  à  la  première. 

c)  Au  sommet  de  la  trajectoire  où  t  =  o  et  u  =  V^, 

on  a  igl=      9_ 


¥[v')  cF(v') 

ou  encore        tff  I  =  ^/^y.- ,       puisque      — ^— ^  =  i 

d)  La  tangente  au  point  situé  en  amont  du  point  de 
vitesse  minimum  et  où  la  vitesse  est  égale  à  la  vitesse 

terminale  v\  va  passer  par  le  point  f ^  ,  v'j  de  l'ho- 

dograplie,  car 

,  COST  ,,    ,  1  71  T         .  . 

lgl  = — .—        d'où        1  =  -- lo; 

^  1  +  sin  T  42^'^ 

e  Au  point  de  \itesse  minimum,  le  dénominateur 
s'annule  ;  tg  I  devient  infini  et  par  suite  le  ravon  vecleur 
est  normal  à  Thodographe. 

f)  Au  point  (  —  —-•,'^1  î  tg  I  se  présente  sous  la  forme  — 

^      ^      {  cF(v')         ^ 

puisque  cos  t  =  o  et  sm  t  :^  —  i ,  avec  — ^— ^  =  i . 

Cherchons  la  vraie  valeur  en  prenant  la  dérivée  des 

,  ,  1    dv         cF+wsiuT 

deux  termes  du  raijport j—  = ; 

V    d-z  g  cos  T 

on  a  :  ..    t^,,.       dv 

,  cv  lim.  — i — \-  q  cos  t 

I    ,.        dv  (/t       ^ 

— r  lim.  — ,— = : 

V  fh  —  g  siii  T 

el  celle   expression,   au  point  f ~"i^' )    ^^  réduit  à 

I    ,.        dv         (V  ,.        dv 

—7-  lim.  —7—  = lim.  —7—. 

V  d-z  7  (h 
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Cette  é^pialion  ne  peut  être  salisfaile  que  [)ai'  l'uni 
ou  l'autre  des  lijpollièses  suivantes  : 

dv  ,.       dv  I  cF' 

Dans  ce  dernier  cas,   comme  au  point  ( ,v'] 

cV  \        a       / 

nn  a  aussi  =;  i ,  on  en  déduit  F  =  u'F',  ce  — * 

'J  .  .  .  .  , 

exige  que  dans  le  voisinage  de  la  vitesse  terminale  v ,  Ig 

résistance  soit  proportionnelle  à  la  premiiîre  puissance 

de  la  vitesse. 

On  sait  que,  dans  ce  cas  (92),  l'iiodographe  est  une 
dixiitc  inclinée  sur  la  verlicale,  dont  la  direction  dépentî 
des  conditions  initiales  du  mouvement. 

y)  Pour'  la  discussion  des  deux  autres  cas  0(1  -j-  a  poui 
limite  soit  zéro,  soit  l'inGni,  nous  procéderons  au  calcul 
qui  suit-  ^  /      Tî      \  Ti 

Au  voisinage  du  point  ( ,  o'j ,  posons  t= 1-9 

et  r  =  v'  —  t.  L'équation  de  l'iiodographe  développi 

cos  -r  —, V  sm  T  =  —  vl\ 

d-  <j 

pourra  s'écrire  alors,  en  reni|ilai;anl  cos-:  par  d  cl  sin 


Dévi^loppanl  F  [lar  la  fi.ir 


■  de  Taylur  et  reniarqui 


d^  ~~"  H 
ne  cous  la  nie. 
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Donc  la  tangente  au  point   ( ^vj  aura  pour 

expression 

(il 

Par   suite,   n   étant   Texposant    représentatif  de    la 
fonction  F(t>)  aii  voisinage  de  v  =  v\  la  tangente  à 

l'hodographe  au  point  1 — ,  t^' 

si  n  >  I  est  horizontale. 

Il  =  1  est  inclinée. 

/i  <  I  est  verticale. 

109.  Points  d'inflexion  de  l'hodographe.  ^- Dans 

une  courbe  en  coordonnées  polaires /(u,t)  =  o,  le  rajon 
de  courbure  est  défini  par  la  relation  : 


R  = 


v^-+- 


dv 
rf7 


-1   3    r  /  ^.,  \  2  ^2.,  n  -  I 


dv\-  d^V 


y  -H  2    -7-     —  V 


d'z  /  d'i' 


et  les  points  d'inflexion  seront  déterminés  : 

I®  Par  les  valeurs  qui  rendent  — j—  infini  ;  en  eflet  — 7- 

figure  au  numérateur  à  la  puissance  3  et  au  dénomina- 
teur à  la  puissance  2  seulement. 

2**  Par  les   valeurs  qui  rendent  v  infini,  et  pour  la 
même  raison. 

3®  Enfin  par  les  valeurs  qui  annulent  le  dénominateur. 

d-v 
En  tenant  compte  de  la  valeur  de  -7—-  calculée  au 

n®  106,  le  dénominateur  prend  la  rinine 

-  [vV  -  F)  (sin  T  +  -i  f)  — ^ 

<l    ^  '     \      .  (J       /      COS-T 

et  celle  quantité  s'annule  : 


PROPRIÉTÉS    I 


ATMOSPHERIQUES 


rt)  Si  c  :^  o  (cns  du  vide'j  ;  l'hodographe  est  en  elTet 
uDc  Ycrticale,  présentant  un  point  d'inflexion  continu. 

h)  Si  {vF'  — -  F  =  o),  c'estr-à-dire  cliaque  fois  que  la 
courbe  passe  par  un  jioint  de  la  l'onction  F(o)  où  celle-ci 
devient  proportionnelle  à  la  simple  vitesse. 

c)  Si   (sin-c  -| =  ol ,  c'est-à-dire  aus  points  de 

vitesse  Tninimiiin  de  l'iiodograplie. 

d)  \u  point  [ ^l'^'J  l'expression  se  présente  sous 

.    ,   o  /  cF\     ï 

la  l'orme  indé terminée— parlefacteur    sinTH ) j— . 

o^  V  S/cos»T 

Miiis  il  est  possible  de  lever  cette  indétermination  en 
remarquant  que,  chaque  fois  que  le  dénominateur  du 
rajon  de  courbure  R  s'annule  par  l'annulation  d'un 

des  facteurs  (uF'  —  F)  ou  1  sin  t  H F 1 ,  le  rayon  de 

courbure  H  change  de  signe.  Donc  pour  déterminer  le 
signe  du  rayon  de  courbure  au  point  [— ,d'I  il  suf- 
fira de  savoir  quel  est  te  sens  de  la  courbure  après  le 
passaffe  du  dernier  point  singulier  que  l'on  aura  ren- 
contré. 

1  lo.  Forme  grénérale  de  Thodo^aplie .  —  Les 

théorèmes  pi-écédenls  permcttonl  de  d<.muer  le  tracé 
général  de  l'iiodographe  ;  mais  il  faut  distinguer  plu- 
sieurs cas  correspondant  à  des  formes  totalement  diffé- 
renles.  Elles  seront  dislinguée^s  par  le  si'jne  da  facteur 
(vF'  —  F),  qui  peut  sur  toute  la  trajectoire  être  positif, 
a  être  négatif  ou  enfin  être  lanlôt  posilij ,  taidôt  négatif. 
Comme  on  a  :       cF'  —  F  =  (/i  —  i)  F, 
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les  trois  formes  d'hodographe  seront  distinguées  par  la 
valeur  de  n.  Le  cas  intermédiaire  de  /i  =  i  conduit 
au  cas  singulier  d^un  hodographe  linéaire. 

Première  forme.  —  Onan>  i  sur  toute  la  trajectoire. 

.  —  D'après  le  théorème  dun"*  109,  le  seul  point  où  il  y 

aura  un  changement  de  courbure  de  T hodographe  sera 

celui  où  se  produit  la  vitesse  minimum  définie  par  la 

relation 

— ^^-^+sm  T„  =  o. 
9 

Pour  avoir,  par  conséquent,  le  signe  de  R  depuis 
i»  =  oc  jusqu'au  point  de  vitesse  minimum,  il  suffit  de 
connaître  son  signe  au  sommet. 

Or  on  trouve,  par  un  calcul  facile,  pour  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  au  point  (Vs,o) 

CFA  ^-» 


R»  = 


I  + 


!J 


c'¥i  1  —  n 

Donc,  au  sommet,  la  concavité  de  la  courbe  est  tour- 
née du  côté  opposé  à  l'origine. 

La  tangente  en  ce  sommet  a  pour  expression  : 

L'hodographe  tournera  sa  concavité  du  mcmc  côté  jus- 

c¥iv  ^ 
qu'au  point  de  vitesse  minimum  où  — —^  -\-  sin  t,„  =  o . 

Vn  point  d'inflexion  se  produira  eu  ce  point  ;  puis  de  là 


au 


point  ( ^  ,  v']  la  concavité  de  la  courbe    sera 


tournée  du  côté  de  l'origine. 
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Au  point  / —  ->'•'')  Iti  timgente  sera  horizontale  [io% 
D'ailleurs,  en  ce  point,  le  rayon  de  courbure  ne  sera 
point  infini  ;  on  le  vérifie  en  faisant-^— ^  o  dans  l'ex- 
pression de  R  ce  qui  ne  peut  rendre  nul  le  dil'uomina- 

La  figure  ci-dessous  [Fcirmo  I),  roprésonto  la  forme 
de  l'hodograplie  pour  /i  >  i. 

Elle  admet  une  asyniptole  d'inclinaison  O  pour  le 
point  à  l'infini. 

La  courbe  lieu  des  poinla  d'inflexion  et  de  vitesse  mi- 
^     niraum  répond  à  IcquatioD 

— i^+  5inT  =  o. 
U 

CnmmeaupoinI  j  —  -,i'' 

l(î  rayon  de  courbure  n'est 
pas  infini,  il  y  aura  une 
seconde  rencontre  de  l'ho- 
dograpbe  el  de  la  coui'be 
Ë-  ■'■'■  [le   vitesse   njininiuni   pour 

un  point  (r,.„T„,)  au  del5  de  (—  ^)  . 

11  faut  considérer  les  branches  fiu'  et  fl'i/  de  l'hodo-^ 
graphe  comme  parcourues  par  le  projectile  dans  le  sens-, 
des  ficches  ;  elles  appartiennent  à  deux  Irajecloires  dif- 
fcrenles  possibles  du  même  projectile,  suivant  les  con- 
ditions initiales  du  mouvement  (69).  On  voit  cepen- 
dant cpie  les  deux  trajectoires  R  el  iV  sont  lelles  que  le 
projectile  arrive  à  la  vitesse  terminale  v'  en  mi'jrnentnnl 
toujours  de  vitesse. 
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La  branche  Q'  de  Thodographe  présente  un  point 
{^  t'^n)  ^^  I21  vitesse  verticale  (v  sin  t)  passe  par  un  mi- 
nimum. Comme  on  a 


d(v  sin  t)  V 

d'z  ces  T 


I  -j sin  T 

9 


le  point  (i'n>"n)  sera  défini  par  la  relation  : 

I  -f  — ^ — ^sinT„  =  o. 
9 

Exercice.  —  Démontrer  qu*un  tel  point  ne  peut  exister 
sur  la  branche  Q,  mais  existe  toujours  sur  la  branche  Q'. 

Deuxième  forme .  —  Onan<  i  sur  toute  la  trajectoire. 
—  On  établira  par  le  même  raisonnement  les  propriétés 
de  l'hodographe  dans  le  cas  de  /i  <  i  qui  sont 
inverses  de  celles  du  cas  précédent. 

a)  La   concavité  au  sommet  est 
tournée  vers  Torigine. 

b)  Pas    d'asymptole,    mais    une 
direction  parabolique  0. 

c)  Tangente    verticale    au   point 

d)  Inflexion  en  ce  point. 

e)  Pas  de  point  de  vitesse  minimum  ni  de  point  do 
vitesse  verticale  minimum  sur  la  branche  iï . 

f)  Le  projectile  sur  la  branche  IV  arrive  à  la  vitesse  r' 
par  des  vitesses  qui  vont  sans  cesse  en  diminuant. 

La  forme  de  rh(^dograj)ho  qui  correspond  à  Thypo- 
thèse  /i  <  i  est  représentée  ci-dessus.  (Forme  II] 

Forme  composite.  —  n  passe  par  la  râleur  i .  —  Si 


Forme  II 


Vis.  40. 
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du  point  0  comme  centre,  on  dicnl  des  cercles  ajant 
comme  rayons  le,s  valeurs  des  vitesses  rntifjues  pour 
lesquelles  la  fonction  F(ii)  admet  commp  exposant 
représenlalif  la  valeur  i,  l'interseï  tion  de  ces  courbes 
avec  les  différents  hodograpkesde  loiu,  let,  projeclde"!  pos~ 
xlbli's  pria  un  poiiil  d'inflexion  de    e    lindcgiaphc! 


Fig,  48. 


Les  deux  figures  ci-dessus  représentent  le  cas,  la  pre- 
mière (i)  de  wie  variation  de  courbure,  la  deuxième  (a) 
de  deux  variations  dues  au  passage  deF(i')  par  l'expo- 
sant I. 


III.  Ensemble  des  hodo^aphes  d'un  projec- 
tile. —  Ktant  fixée  une  fois  pour  toutes  la  fonc- 
tion F(i')  de  la  n'sistanco  ile  l'air,  commune  à  tous  les 
projectiles,  un  projectile  particulier  sera  complètement 
déterminé  au  point  de  vue  balistique  ;  i°  par  la  cop- 

naissance  ii.e]a.i^itesse terminale v' ,  telle  cnie  — i— i-^  i, 

,9  . 

c'est-à-dire  par  la  connaissance  de  son  coefficient  balîs- 
ti(^e  ;  2"  par  l'angle  ©  correspondant  à  la  vitesse  u  =i  oo 
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et  qui  est  déterminable  à  Taide  des  3  données  initiales 

(c,  a,  Vq)  du  tir  (io4). 

La  courbe  des  points  d^inflexion  et  de  la  \ilesse  mini- 

c¥ 
mum  h  sin  T  =  G 

9 
est  commune  à  tous  les  angles  6,  c'est-à-dire  h  tous  les 
projectiles  de  même  coefficient  balistique. 

Les  angles  6  variant,  donnent  naissance  à  une  infinité 
d'hodographes, 'qui  pour   6  >   o,  ^ 

correspondront  à  la  branche  il  des  y-^Posib/ 

courbes  du  n°   1 1  o  et  pour  6  <  o  .-■'  / 

correspondront  à  la  branche  iï  des 
mêmes  courbes. 

C'est  cet  ensemble  qu'indique  la 
figure  ci-contre  où  on    a  supposé      "       j,j„  , 
que  sur  tout  le  cours  de  la  fonc- 
tion   F(t;),    l'exposant    n    était    supérieur    à    Tunilé. 

Le  tracé  de  tous  ces  hodographes  sera  d'ailleurs  faci- 
lité par  le  théorème  suivant. 

1 1 1  bis.  Théorème  du  G  Jacob  sur  les  tra- 
jectoires orthogonales  de  l'hodographe.  —  On 
peut  obtenir  r équation  Ji nie  des  trajectoires  ortliotjonales 
de  thodographe^  quelle  que  soit  la  fonction  ¥[v)  de  la 
résistance.  —  Au  point  (y.T^-  de  l'hodofrraphe,  la  tan- 
gente à  cette  courbe  a  pour  expression  (loiJ) 

ter  I  = '1 

cv  +  (j  sin  T 

La  trajectoire  orthogonale  au  point  (r,T    a  une  tan- 
gente r  telle  que       tg  I  tg  I'  =  —  i . 
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cF  +  ^  sin  T 


Donc 


tgr  =  - 


g  cos 


Mais  on  a  toujours  dans  une  courbe  polaire 

^  dv 

cl  par  suite  dans  le  cas  actuel 

i'c/t  cF  +  (/  sin  T 

dv  g  cos  T 

On  en  déduit  : 

cV 


9 
ou  encore  : 


dv  -+-  sin  -:  dv  -\-  V  cos  t  rfx  =  o 


cF 

9 


dv  +  d(v  sin  t)  =  o 


et  cette  équation  s'intégrera  sous  la  forme  : 

c    r^ 

u  sin  T  H /   Vdv  +  K  ==  o 

g  Jv 

avec  deux  constantes  V  et  R  réduc- 
tibles à  une  seule.  Soit  V  la  cons- 
tante qui  correspond  à  t  = 

dans  l'intégrale  :  oh  aura  R  =  V 
et  par  suite  la  formule  devient  : 


Fig.  :")0. 


V  Sin  T 


gjy 


Celle  formule,  en  faisant  varier  le  paramèlreV,  donne 
une  série  de  courbes  Vj,  V^,  V3. . .  qui  sont  les  trajectoires 
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orthogonales  de  tous  les  hodographes  d*iin  même  projec- 
tile^ c  =  constante. 

Exercices.  —  i**  Discuter  la  forme  de  ces  trajecloires 
orlhoffonales. 

lA®  Lieu  des  points  de  ces  trajectoires  où  les  tangentes 
sont  verticales  : 

cF 
sinT  4-  1  =  (). 

U 
30  Cas  de  F(i')  =  B„l;^ 

1 1 1  ter.  Théorèmes  du  G^  Henry.  —  Les  inlé- 
pralcsdu  mouvement  et  leur  dépendance  avec  Tliodograpln» 
peuvent  s'interpréter  géométricpiement 
île  la  manière  suivante. 

Soient  : 

V     d- 


iU  = 


U 


COS  T 


V 


dx  ■= d' 

U 


dv  = tg  T  d' 


~J 


les  éciuations  du  mouvement  et  soit  tracé  Tliodograplie  11 
dans  1c  plan  xr>;. 

\^  Soient  deux  points  de  Tliodographe  inliniment  voisins 

m  et  m'.  I/aire  élémentaire  omm'  esl  égale  à  —  vhh  ;  tjdv  est 
dune  le  doubtc  de  ccUc  nire  Mémenlnire .  "^" 

•À.^  Soit  i)r  une  normale  au  plan  xo;  de  rh()d(>graj)lie  :  en 
clia(|nc  |)oiiit  m  de  cette  conrho,  menons  nue  droile  iu\\ 
parnllole  à  oz  et  égale  à  tg  t  ;  connue  //v  — :  il.r  Ig  t,  on  auia 
ytlY=  'iMm  aire  omm'.  Si  on  mèu<'  alors  M  \  parallèle  à  <nn, 
cotte  droite  aura  pour  écjualion  '  --=  Ig  t  el  ;  =  y.  Ig  t:  elle 

engendre  donc  le  paraholoïde  :  =  —  el  on  peut  dire  : 
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qdy  est  le  double  du  volume  élémenlnire  compris  dans  le 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  l'hodogmphe,  entre  cet  kodn- 

graphe  et  le  paraholoide  7  ^  — 

3' Proie  Ion  s  en  Aii,el  A'fi'  sur  le  plan  ui  les  ■/ généralrkt's 
consécutives  AM  et  A'M'  d»  paralioloide.  Comme  A[i,  ;=  v. 

et  AjV  =  li;  =  J  tfî  t  =-  '^   ,  l'iiiro  AA'uu'sera 


Done  gdt  est  la  projection  sur  le  plan  z».  de  l'aire  parnboi- 
dale  qui  liniile  le  volume  éUmenlaire  précédemineid  défini. 

En  paasiitit  axa.  équations  Unies,  on  aura  les  'j  tliéorèaie» 
suivant!)  : 

1°  L'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  de  Vhodographe  entre 

deux  positions  tjuelconques  de  ce  rayon  est  égale  à  —  qx, 

■1'  Le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  l'aire  balayée  et  e»l 
limité  d'un  côté  par  celte  aire  et  de  l'autre  par  le  paraboloïdii 

z=—a  un  volume  égala— gy  (ce  volume  doit  être  compte 

positivement  pour  des  valeurs  de  i:  positives,  négativement 
pour  des  valeurs  Jet  négatives). 

i"  La  fraction  da  paraMoide  qui  limite  le  volume  précédent 
'se  projette  sur  le  plan  de  xz  suivant  une  aire  trapézoïdale  égale 

i,,. 

On  peut  rcuiar(|uer  que  le  paraboloîile  z  ^^  —  est  la  sur- 
l'ace  décrite  par  une  droite  parallMe  au  plan  des  kÇ  s'ap- 
puyant  sur  fn  n.  muii'  ■:  1  u'  plan  et  sur  la  diagonale 
d'une  face  opfii'-.       ■  i,,  .  :il      .  ..n-ljuil  .sur  ko;. 

Les  théorèiii''  r    ■     -nln'nt  comment  la  connais- 

sancc  de  rhodni,T.'jl:i'  jh  i  ;ii1I  r.ilt  par  dos  quadratures  gra- 
phiques de  déternitnt'r  \<--i  .tiitres  éléments  du  mouvement  : 
c'est  riuterprétatiou  géométrique  des  équations  du  n°  gii. 
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2.  —  Forme  générale  de  la  trajectoir 


E 


112.  La  trajectoire  est  une  courbe  plane.  —  En 
effet,  le  plan  vertical  mené  à  un  instant  quelconque  du 
mouvement  par  la  tangente  à  la  trajectoire  contient 
tous  les  éléments  du  mouvement,  c'est-à-dire  la  vitesse^ 
la  résistance  de  l'air  supposée  tangentielle  et  la  pesan- 
teur. Le  projectile  ne  peut  donc  sortir  de  ce  plan. 

Comme  des  deux  forces  qui  agissent  sur  le  projec- 
tile, Tune,  la  résistance  de  l'air,  ne  peut  avoir  d'autre 
effet  que  de  le  retarder  suivant  la  tangente  et  l'autre  la 
gravité  que  de  l'abaisser  suivant  une  verticale,  la  tra- 
jectoire tournera  sa  concavité  vers  le  bas,  c'est-à-dire 
vers  les  y  négatifs. 

ii3.  L'inclinaison  de  la  tangente  va  toujours 
en  diminuant  quand  l'abscisse  croit.  —  En  effet, 

on  a  (102)  dx  = r/T,  ce  qui  montre  que  dx  et 

c/t  sont  toujours  de  signes  contranes. 

Supposons  qu'à  l'origine  du  mouvement,  t  ait  une 
valeur  positive  a;  a  est  Vantjle  de  projection.  Dans  le 
sens  des  x  croissant,  t  commence  à  diminuer  jusqu'à 
atteindre  la  valeur  zéro. 

Au  point  T  =  o,  correspond  le  sommet  S  de  la  Ira- 
jeclion  atmosphérique  qui,  dans  rhvpolhèse  iV^  a  posi- 
tif, comprend  ainsi  une  brandie  ascendanle  el  une 
branche  descendan le . 

A  partir  du  sonnnel,  t  cliange  de  signe,  dovicMil  par 
conséquent  négatif  et  auguicnlo  en  valeur  absolue.  Mais 

cet  angle  ne  peut  jamais  dé[)asser  la  valeur  ( ^- 

DALIHTIOI  C.  10 


15*»    '  iWOPM 


i  DBS  TAAISGTonfflS  '  J 


cai'  pour  T  ^=  — ,  la  vilesac  sérail  dirigée  suivant  la 

verticale  et  tous  les  éléments  du  mouvement,  vitesse, 
résistance  et  gravité  seraient,  en  ligue  droite,  de  aorle 
que  le  projectile  ayant  atteint  cette  verticale  no  pourrait 
plus  la  quitter. 

>  [  j.   La  vitesse  horizontale  diminue  quand 

l'abscisse  croît-  —  l'^n  éliminant  (k  entre  les  é(jua- 
(ions  (ij  et  (3)  du  n"  lo:?  il  vipjil 

d[v  cos  ~)  ^ '/.('. 

Le  second  mpmbic  est  toujours  ne^alil  si  dx  est  posi- 
tif; dlvcosx)  étant  auibi  npgatif,  lu  vitesse  horizontale 
(i  =  (I  cosT  dimmuc  quand  1  abscisse  u-oît 

Il 5.  Comparaison  des  deux  branches  de  la 
trajectoire.  —  i^uit   unt   liajeitonc   dongine  O  et 
^  dt    sommet    S     Considérons 

deu\  pomta  A,  et  \,  situés 
sui  une  même  horizontale 
f  mêmes  jj 

Soient  Uj  la  vitesse  du  prô- 
ner. -,i.  jectilc  en  A,,  v^  la  vitesse  du., 
projectile  en  A^; 
Soient  X,  l'inclinaison  de  la  tangente  en  \,  t,  l'incU-l 
liaison  de  la  tangente  en  A^;  \ 
X,  la  distance  liorizonlale  de  \^  à  S,  x^  la  dis- 
tance Uorizonlalc  de  A,  A  S  ; 
i-j  l'arc  de  trajectoire  A, S,  n,  l'arc  de  trajec- 
toire AS. 
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On  a  les  théorèmes  suivants  : 
I*  sur  les  vitesses  i\  >  î'g 

2**  sur  les  inclinaisons        'z^  <  t^ 
3*  sur  les  abscisses  x^  >  x^ 

4**  sur  les  arcs  5^  >  s^. 

1°  —  i\  >  t\. 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  l'applica- 
tion du  théorème  des  forces  vives;  pour  deux  points 
situés  à  la  même  hauteur  au-dessus  du  sol,  le  travail  de 
la  pesanteur  est  nul,  et  celui  de  la  résistance  de  Fair  est 
négatif.  Ainsi  on  écrira  : 


i- (,.=  -.;)=-/■. F 


ds 


ds  étant  Télément  d'arc  do  trajectoire.  Le  second  membre 
étant  négatif,  on  aura  i\  >V2.  c.q.f.d. 

L'équation  (4)  du  n^  102  peut  s'écrire  : 

dy  I  (/t 


tgT 


V  cos"  -  g  cos'  T 

Intégrons  sur  la  branche  ascendante  depuis  y  jusqu'au 
sommet  où  y  =  Y,.  On  aura  : 

^■^         /  ^ = /       lo--   ::=  l<r--- 

Jy         V    COS"  T  7  J.^     ^        COS-  T  2(/ 

Intégrons  sur  la  branche  dcsccndanfe  depuis  Y^.,  som- 
met, jusqu'au  point  d'ordonnro  y.  Ou  aura 

dy  I     ^'i  d'z 


C-Jï— = _  j.  r  y-.  —:-  -  -  - 

Jf,    t'^COS^'t  </   J„         ^        COS-T  'JJ 


.7 
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En  changeant  les  signes  de  cette  dernière  intégrale 
dans  les  deux  membres,  on  écrira 


^    ^  Jy       I^^'COS'^T  2g     ^ 


Mais,  d'après  le  théorème  du  n**  1 14,  la  vitesse  hori- 
zontale l' cos  T  est  plus  petite  en  tout  point  de  la  branche 
descendante  qu'en  un  autre   point   quelconque   de  la 

dy 
branche  ascendante.  Donc,  chaque  élément  — ; — ~r—  de 

^  ir  cos''  T 

l'intégrale  (2)  est  plus  grand  que  le  même  élément  de 
l'intégrale  (  i)  et  comme  les  limites  y,  Y,  sont  les  mêmes, 
l'intégrale  (2)  est  plus  grande  que  l'intégrale  (i).  Donc 

dy 

Comme  on  a  dx  =  — =^ ,  on  écrira,  pour  la  branche 

ascendante  : 

dy 


X 


.-f 


et  pour  la  branche  descendante 


X, 


=   1         y 
/        tt>"r 


Mais  puisque  •:.,  >  t^  et  que  les  limites  sont  les  mêmes, 
on  aura  chaque  élément  de  la  seconde  plus  grand  que 
l'élément  correspondant  de  la  première  :  donc  x^  <x^. 

r  —  s,  >  s,. 

(  )n  a  r/.s"  =::=     .  ^      . 


sm  T 
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Le  raisonnement  est  le  même  que  dans  le  cas  précé- 
dent*. 

1 16.  Origine  et  point  de  chute.  —  Les  théorèmes 
précédents  appliques  à  Vorigine  et  au  point  de  chute 
s'énoncent  ainsi  : 

I**  La  vitesse  restante  V«  est  plus  petite  que  la  vitesse 
initiale  V^,  ; 

2®  L'angle  de  chute  (o  est  plus  grand  que  l'angle  de 
projection  a; 

3**  L'abscisse  X,  du  point  culminant  de  la  trajectoire 
est  plus  grand  que  la  moitié  de  la  portée  X. 

4**  L'arc  qui  va  de  l'origine  au  point  culminant  est 
plus  grand  que  la  moitié  de  l'arc  total  de  l'origine  au 
point  de  chute. 

I  3.  —  Branche  ascendante 

117.  Point  Û.  —  L'origine  (a, Vq)  de  la  trajectoire 
définie  par  la  bouche  du  canon  n'est  qu'un  point  quel- 

'  conque,  analytiquement  parlant,  et  sans  propriétés  spé- 
ciales de  cette  courbe.  On  peut  donc,  en  donnant  à  x 
des  valeurs  négatives,  suivre  le  projectile  en  amont  de 
l'origine  et  chercher  les  propriétés  de  la  trajectoire  dans 
celte  région,  analytiquement  définie  par  la  même  équa- 
tion. 2 

V 

L'équation  dx  = d'z  (io9.)  montre  que  si  dx 

est  négatif,  d-:  sera  toujours  positif;  rinclinaison  aiig- 

*  On    ne   peut  établir  un  théorôiiio   analogue  sur   les    temps  /^   et  /^, 

rfy 
parce  que  di  = i—^  et  que  pour  le  même  y^  v  et  sin  -  varient  en  sons 

contraire  sur  les  deux  hranclies. 

10. 
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mente  donc  en  amont  de  l'origine.  D'autre  part  l'équa- 

1     ,„     ,          ,      du         cv¥  , 

tion  de  1  nodographe  -y^  =  • montre  que   du   est 

positif  en  même  temps  que  f/T.  La  vitesse  horizontale 
u  =  V  cos  T  croît  donc  et  comme  cos  -  décroît,  on  voit 
que  V  croîtra. 

Il  a  été  démontré  (io4)  qu'avant  d'arriver  à  la  limite 

—  de  l'angle  t,  la  vitesse  v  devenait  infinie.  Le  point  û 

de  la  trajectoire  qui  correspond  à  une  vitesse  infinie  est 
l'extrémité  de  la  branche  ascendante  et  la  véritable  ori- 
gine de  la  trajectoire  :  ce  sont  les  propriétés  de  la 
courbe  au  point  û  que  ntDus  nous  proposons  maintenant 
d'étudier. 

Rappelons  que,  par  hypothèse,  F  (  oo)  =  oc  . 

1 18.  Tangente  au  point  û.  —  Nous  avons  déter- 
miné (io4)  la  limiie  6  de  l'incHnaison  t  sur  l'hodo- 
graphe.  Cet  angle  6  est  aussi  l'inclinaison  de  la  tan- 
gente au  point  û  de  la  branche  ascendante. 

Nous  avons  vu  que  la  démonstration  était  basée  sur 

/'^°  (idv 
l'hypothèse  qu'une  certaine  intégrale  /     •    ^  prise  entre 

une  limite  finie  et  oc  ,  ne  devenait  jamais  infinie  :  d'ail- 
leurs cette  hypothèse  est  réalisée  lorsque,  pour  les  très 
grandes  vitesses,  l'exposant  ii'  qui  caractérise  la  fonc- 
tion F(i')  dans  ces  régions  est  plus  grand  que  zéro. 

D'une  façon  générale,  on  désigne  par  jiv]  l'intégrale 
Çgdv  '    , 


On  a  donc  : 


.Vo 


/T' N  /*'"  ndv 
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et  dans  le  cas  actuel  j(oo  )  est  fini.  Dans  ces  conditions^ 
on  énoncera  le  théorème  suivant  : 

Im  tangente  extrême  de  la  branche  ascendante  au  point 
(  cc,û)  est  oblique;  elle  fait  avec  l'horizontale  un  angle  0. 

119.  Éléments  du  point  i^.  —  La  forme  dévelop- 
pée de  rhodographe  (io4) 

7    dv           dz     /     ,      7     . 
"^  = h  +    iF  ^^^'^ 

C    Vb  COST   V  et  i 

montre  que  pour  des  valeurs  très  grandes  de  i\  dans  le 

voisinage    par  suite  du    point  Q,   le    facteur  -^  sin  t 

cV 

devient  très  |)etit  et  par  suite  négligeable  devant  Tu  ni  té. 

L'hodograplie    tendra  donc  à  se  réduire  à  la  Ibruie 

simple 

g    dv  d'z 

c     VY  COST 

Portons  cette  expression  dans  les  écpialions  du  n"  102  : 

.  V    d'z  j  V'    j  j  ''■  , 

g  COST  g  g    "^ 

Il  vient  : 

,.  I  dv       ,  I  vcos'z  ,         ,  I  rsiuT  , 

c  r  c     V  ^  (V 

i**  Temps.  —  Du  point  [^  y, a'  011  ^  „esl  déjà  assez  grand 
pour  (|ue  riiodograplie  simplifié  puisse  être  einploNé,  au 
I M  tint  12,  on  aura  : 

I     /'^"(/r 

('   J        V 


c. 

X 
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On  a  déjà  rencontré  la  même  fonction  intégrale  qui  a 
été  désignée  par  la  notation  S(v)  ou  S  par  abréviation  (48) . 


Donc  t  =  «^  ")  -  «(^°^ 


Suivant  que  la  fonction  S  sera  finie  ou  infinie  pour 
v=  00,  fe  temps  mis  par  le  projectile  pour  aller  du  point 
ù  à  un  point  quelconque  de  la  trajectoire  sera  fini  ou 
infini. 

2°  Abscisse.  —  Intégrant  entre  les  mêmes  limites,  en 
remarquant  que  cos  t  peut  sortir  du  signe  /  en  le  rem- 
plaçant par  une  constante  voisine  de  cos  0,  on  aura 

^^  vdv 

X 


=  _i.cos(e-s)J   p  . 

Il  s'introduit  ici  la  fonction  D(t;)  ou  D  du  n^  48 
définie  par  Féquation  : 

,  ,  /'^  vdv 

Donc      x=HKbl£(Zî)cos(e-s). 

C  ^ 

Suivant  que  la  fonction  D  sera  finie  ou  infinie  pour 
V  =  00  ,  f  abscisse  x  du  point  Q  sera  finie  ou  infinie. 

y  Ordonnée.  —  On  écrit  immédiatement 

y  =  — ^ — ^ ^^— ^  sm  (6  —  ej. 
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V ordonnée  est  finie  ou  infinie  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  r abscisse. 

4®  Asymptote  de  la  branche  ascendante.  —  Lorsque 
le  pointu  est  rejeté  à  Tinfîni  dans  la  dircc-  y 

tion  0,  la  question  se  pose  de  savoir  si  la 
trajectoire  admet  une  asymptote  ou  si  elle 
tend  seulement  à  prendre  la  direction  0  à 
la  manière  d'une  parabole  qui  pour  V  oo         ^^-     ^j 
devient  parallèle  à  son  axe. 

L'hodographe ,    au  voisinage   du  point  Q,  prend  la 

forme  (io4)  - 

(j   dv  d-z 

C    VV  COST 

qui  peut  aussi  bien  s'écrire  ' 

d'z  (j       I       dr 


COS"  T  C     COST     t'F 

Intégrant  de  a  à  t  et  de  V^  a  r,  on  aura  : 

tg._tga= :{ rfJvVoj-J.'r  ; 

^  ^  CCOS.0— e)  L    V    o;  ,  .j 

cm  tg  T  =  /t lxJ[c). 

dy 
Comme  — —  =  t":T,  on  aura  en  inté^^rantunechMixièuie 

''f  ,  >  ..  ^     '"/" 

fois  et  rempla(;ant  (tx  |)ar cos   0  —  s  — rr 


Y=znx-\ cos  H  —  c'  /     J  r,  — pr-. 

Posons    connue   délinition    (riinc    nniiNcllc    Iniiclicui 
Imlisticpio  : 


*'  rdi' 


1^ 


=  /u;- 


.-^[A(V.)-A(<»)] 


CVsl  l'équation  d'une  droite  qui,  à  la  limite,  est  lan;- 

gente  à  la  trajectoire  au  point  11  et  qui  coupe  l'axe  des  y; 
iiii  pninl  : 

.    3- =  V  [*:"*"  ^  *<"']• 

Suivant  >jae  la  foncUon  A  sera  finie  ou  infinie  poui 
t<  =  oo,  l'asymptale  au  point  iî  sei'a  à  distance  finit 
[hranchf  kyperboHijue)  ou  à  distance  infinie  (branché 
parabnlii^ne). 

130.  Résumé.  —  Ainsi,  Tes  propriétés  de  la  trajcctoii 
an  point  Û,  extrémité  nmont  de  la  brandie  ascendant 
où*!a  vitesse  devient  infinie,  dépendent  des  valeurs  finiï 
ou  infinies  de  certaines  intégrales  dites  fonctions  balii 
tiques  de  Siacd,  prises  entre  une  vitesse  finie  et  nu 
\il«ssc  infinie. 

Leur  déGnition  est  la  suivante  (V  est  une  vitess 
arbitraire)  : 

j(os)  est  fini  par  hypotlièse  d'après  la  loi  de  résls 
tance  de  l'air  admise  {n  >  i>). 

l.a  tangente  au  point  Q  est  toujours  oblique. 

Si  D(x  )  est  fini,  le  point  H  est  à  distance  finie. 
infini,  —  —       infinie. 
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Si  S(oo  )  est  fini,  le  temps  mis  pour  venir  de  ù  est  fini. 
—       inimi  —  —  infini. 

Si  A(oo  )  est  fini,  Tasymptotc  au  point  Q  esta  distance 
finie  (branche  hyperbolique). 

Si  A(oo  )  est  infini,  Tasymptote  au  point  ù  est  à  dis- 
tance infinie  (branche  parabolique). 


Soit  F{v)  =  v°  [a-{-b'^(v)],  ^(v)  ten- 
=  00  . 


dv 


a  J   y"-^» 


9      I 


na   V 


dv 


121.  Exemple.  — 
dant  vers  zéro  pour  v  = 
On  a  : 

r    dv 

Siv)=-j     -^,-  = 

J'*    vdv 

.     /•     vdv  g     r   dv    f/  1 

On  voit  d'abord  que  n  étant  plus  grand  que  zéro,  c'cst-à- 
dirc  F(v)  croissant  avec  la  vitesse,  J(  oc)  scMa  nul. 
Ou  peut  ensuite  i'ornicr  le  tableau  suivant  : 


I     rdv  I  1 

^  a  J  "y^"        (/i —  i)a    y"-^ 
i     I*  dv  I  1 


n 

<  • 

oc 
oc 
oc 

—  I 

oc 
oc 
oc 

oc 

iirii 
iirilo 

■    -  '2 

oc 

liiiL 
liiiic 

liriic 
liiii 
lin  le 

Le  point  û  est  ù  dislunce .... 

Le  temps  T  est 

L'asymptote  est  ù  diistuiicc    .    .    . 

f8o     propriétés  des  trajectoires  atmosphériques 

14-  —  Branche  descendante  . 

122^.  Variations  de  la  vitesse.  —  En  fonction 
de  dt^  on  a  (87)  : 

dv  fcF         , 


dt  ^  \g 

et  cette  équation  donne  les  mêmes  zéros  que  la  dérivée 

dv 

-j-  dont  Tétudea  fait  Tobjet  du  |  i  du  présent  cha- 

ttT 

pitre. 

Donc,  à  partir  du  sommet  (t  =  0  et  v  =  V,),  la 
vitesse  v  décroît;  elle  passe  par  un  minimum  pour  un 

pomt  (t',„,T,„j  tel  que  :       — ^^ — -  +  sm  t^  =  o. 

La  vitesse  croît  ensuite  pour  atteindre  la  valeur  v' 

de  la  vitesse  terminale,  lorsque  t  = . 

On  a  vu  le  cas  d'exception  (io5)  qui  correspond  à 
rhypolhèse  cF(o)  ^  g. 

1 23.  Théorème.  —  Le  temps  nécessaire  au  projectile 
pour  atleindre lavitesse terminale  v' est^  en  général^  infini. 
On  a,  en  effet  (102)  : 


g   cosT  ' 


et  le  temps  t  jusqu'à  la  vitesse  v'  sera  donné,  à  partir 
de  la  vitesse  miniumm  (?'„,,  "m) ?  P^i'  1^  formule  : 


T. 


gt  =  —  j      V 


COST 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  DE  LA  BALISTIQUE  EXTÉRIEURE       l8l 

Or  V  est  toujours  différent  de  zéro  et  de  l'infini  dans 
les  limites  de  l'intégration  ;  on  a  donc  : 


r 


gt  >  v'T 


f/T 


COST 

"»"    d'z 


Mais  on  a  /        .         =    oo ,   car  Tinti'grale  en   est 

•/.         COS  T 

Log  tg(—  4"  ~")  •  Le  théorème  est  donc  démontré. 

La  démonstration  tombe  en  défaut  si  i''  peut  tendre 
vers  zéro. 

a)  Si  — ^— ^  >  I ,  le  temps  employé  pour  éteindre  la 

vitesse,  à  partir  d'une  vitesse  initiale  V^,  sera 

et  comme  le  dénominateur  ne  devient  jamais  nul,  le 
temps  sera  fini.  Le  projectile  s'arrêtera  et  restera  immo- 
bile dans  la  môme  position. 

6)  Si  — ^--^  =  I,  la  vitesse  tend  également  vers  zéro. 
Soit  m  un  exposant  capable  de  rendre  finie  la  fraction 
^-^-,j— pouri.=o. 

Si  Ton  donne  à  l'intégrale  la  forme  : 


c,t=- 


r'"  (Iv 


+  sin  T 


m 


'J 
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on  en  conclut  que  le  temps  t  est  fini  si  m<,  i  et  infini 
si  m  ^  I . 

La  forme  de  la  fonction  F  est  dans  ce  cas,  par  exemple  : 

cF 

9 

124.  Asym)>tote  verticale.  —  Théorème.  —  La 
branche  descendante  de  la  trajectoire  admet  une  asymp- 
tote verticale  à  distance  finie. 

Intégrons  en  cllet  Téquation  diflercntielle  qui  donne 

v' 
Tabscisse     dx  = t/t,     depuis  le  point  {p^^-z^  de 

.        ^  .  /  TT  \ 

vitesse  minimum  jusqu'au  point  ( ,v'J  de  vitesse 

terminale;  on  aura  en  désignant  par  X''  Tabscisse  ainsi 

calculée  : 

d'où  ou  déduira,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur  maxi- 
mum v'  et  par  sa  valeur  minimum  i'„,  la  double  inéga- 
lilé  : 


D'ailleurs,  y  qui  est  donné  par  l'équation 

est  infini. 

Donc  la  branche  descendante   de   la  trajectoire  est 
infinie,  mais  elle  admet  une  asymptote  à  distance  finie. 
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Dans  le  cas  où  la  vitesse  v  tend  vers  zéro,  on  établira 
facilement  les  théorèmes  suivants. 

a)  Si  — ^^-^  >  I ,  Tare  s  de  trajectoire  définie  par 

ds  ==  vdt  s'écrira  : 

vdv 
gs  =  — 


h  sinT 

9 

et  sera  une  quantité  finie . 

X  çX  y  seront  donc  à  distance  finie  :  la  trajectoire  a 
un  point  d'arrêt,  à  tangente  verticale. 

b)  Si  — ^— ^  =  I  Tare  est  fini  si  Texposanl  m  défini 

plus  haut  (i  23  6)  est  <  2  et  infni  si  m  >  2. 

125.  Rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  — 
Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
passe  par  un  minimum  sur  la  branche  descendante. 

Le  ravon  de  courbure  /^  en  un  point  (f,  t)  d'une  Ira- 

îectoire  est  donné  par  la  formule  ^80)  r  = . 

1®  Sur  la  branche  ascendante,  î'  diminue,  tandis  que 
cos  T  augmente  ;  le  ravon  de  courbure  va  donc  cons- 

tamment  en  diminuant  jusqu'au  sonmiet  où  /%  =  — -  . 

2®  Considérons  maintenant  sur  la  branche  descendante 
un  point  situé  au  delà  du  ])()int  de  >itesse  minimum 
(i»„,T^);  V  croît  et  cos  t  dimimie  :  le  rayon  de  courbure 
croîtra  donc.  Par  suite,  entre  le  sommet  et  le  point  de 
vitesse  minimum,  les  Nariations  do  ronl  chanj^'é  de  signe 
et  le  rayon  de  courbure  a  ])assé  par  un  mininiuni. 
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3°  Pour  déterminer  !e  point  où  se  produit  ce  mini- 
mum, diflereulions  l'tqualion  r  ^— — - — -  [>ar  rapport 
à  /.  On  aura  ;  J     ^  • 

Èi  —  1.  r  ^"  i^  _(_  ,2  ^^°'  i^i 

dl         ij   Lctis"  'il'  co9*-r    dt_\ 

= '—  [SosinT-t-^cF], 

yCOST   L  J 

Cette  équation  détermine  un  point  (u,,  t,.)  où  le  rayon 
de  courbure  est  minimum  et  pour  lequel  on  a  : 

2  cF(tv)  -j-  3  y  sin  T,  =  o . 
Le  rayon  de  courbure  croît  ensuite  jusqu'à  l'inGnï 

126.  Trajectoire  des  bolides.  —  Dans  le  précé- 
dent paragraphe  et  dans  celui-ci  noua  avons  suivi  cona- 
lamment  le  projectile  sur  la  branche  (ll,Vj,  ii'J  de  l'ho- 

dographe  du  n"  1 1  o  et  jusqu'au  point  — — '- . 

Mais  l'hodographe  comprend  également  la  branche 
(i'',  l!')  (io4)  fù  T  conserve  constamment  des  valeurs 
négatives  et  à  laquelle  correspond  une  portion  de  tra- 
jectoire qui  ne  rentre  pas  explicitement  dans  l'élude  pré- 
cédente. 

Cette  portion  de  trajectoire  sera  caractérisée  par  le 
fuit  qu'elle  ne  ]KJSs(idera  pas  de  sommet,  mais  seulement^ 
une  branche  descendante,  sur  laquelle,  pour  une  certaine 
valeur  —  H,  la  vitesse  v  prendra  une  valeur  infinie. 

Les  propriétés  de  cette  trajectoire  sont  coirélatives  de 
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celles  de  la  trajectoire  ordinaire  à  laquelle  elle  est  asso- 
ciée et  qu'elle  complète.  Ainsi  le  point  Q',  qui  correspond 
à  une  vitesse  infinie  sur  la  trajectoire  sera  à  distance 
finie  ou  infinie  suivant  que  la  fonction  D  (  oo)  sera  finie 
ou  infinie  (120).  La  considération  des  fonctions  S  (  oc) 
et  A  (00  )  permet  également  Tétude  de  la  forme  de  la 
trajectoire  en  ce  point. 

Il  y  aura  une  asymptote  verticale  à  distance  finie  ou 
un  point  d  arrêt  dans  les  mêmes  conditions  qu'au  n°  124. 

La  vitesse  passera  par  un  minimum  ou  non  suivant 
que  rhodographe  aura  la  forme  I  ou  II  du  n°  110.  La 
vitesse  terminale  sera  v'  ou  o,  comme  il  a  été  dit  "au 
n°  104. 

Le  rayon  de  courbure    passera  par  un   minimum 

défini  par  la  même  relation  que  ci-dessus  (i  25). 

Il  existera  un  point  où  la 
vitesse  verticale  sera  minimum 
dans  le  cas  de  la  forme  I  de 
rhodographe  (no). 

La  figure  ci-contre  montre 
l'ensemble  des  deux  tpajectoires 
associées  qu'un  projectile  peut 
décrire.  La  trajectoire  Û  avec 
sommet  est  celle  des  projectiles 
lancés  ordinairement  par  l'artillerie  sous  des  angles 
positifs  ou  faiblement  négatifs  et  des  vitesses  relativement 
faibles. 

La  trajectoire  û'  correspond  à  des  angles  de  projection 
négatifs  et  des  vitesses  de  projection  très  grandes  ;  ce  sera 
la  trajectoire  des  bolides  (jui  rencontrent  l'atmosphère 
terrestre  avec  des  vitesses  extrêmement  considérables  et 
sous  des  angles  quelconques. 


'ig.  :)4. 
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Remarque,  —  On  a  renconirô  dans  la  discussion  du 
mouvement  vertical  deaccndaul  (69)  une  courbe  {u,  cy) 
qui  présente  quelcpie  analogie  avec  la  trajectoire  :  la 
brandie  isolée  H'  du  n°  69  où  les  vitesses  varient  de  00 
à  v'  dans  le  mouvement  descendant  est  l'analogue  de  la 
branche  fl'  de  la  trajectoire  où  lea  vilfisses  ont  les  mêmes 
variations. 

Mais  dans  le  mouvement  vertical  descendant,  sur  la 
branche  (Û)  les  vitesses  vont  de  o  à  v'  en  restant  toujours 
inférieures  à  v'  et  sur  la  branche  Q'  les  vitesses  vont  de  ao 
à  ij'  en  restant  toujours  supérieures  a  v'.  Au  contraire 
dans  la  trajectoire  atmosphérique  sur  la  branche  Û  la 
vitesse  après  avoir  passé  par  un  minimum  tend  vers  v' 
en  lui  éiant  inférieure,  etilenest  de  même  sur  la  branche 
fi'  dans  le  cas  do  la  forme  1  de  l'hodographe  ("o)- 
Dana  le  cas  de  la  forme  II,  la  vitesse  tend  vers  1/  sur  la 
branche  Û'  en  lui  étant  supérieure. 


la;,  Exercices,  —  i.  Construire  la  eourbe  (v,  l)  de  la 
branche  descendante.  —  Tangente  en  un  point,  minimum, 
point  d'inflexion,  asymptote  horiïontale. 

■1.  Points  remarquables  de  la  branche  descendante .  — Quand 
on  calcule  une  trajectoire  par  arcs  successifs,  en  adoptant 
comme  division  des  amplitudes  égales  et  Irèa  petites  it,  on 
remarque  que,  sur  la  branche  descendante,  les  valeurs  des 
abscisses  iœ,  des  temps  Ai  et  des  ordonnées  Af,  peuvent  pré- 

i  particularités  se  ren- 
és par  rapport  à  ■;  de 
■'.!■ 


Etudier  les  circonstance.^  c 


Cela  revient  à  étudie 
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On  trouve  que  :  /  dx\ 

1®  On  a  un  minimum  de  f-j—  j  au  point  (y m,  '^m)  àe  vitesse 
înînmim  !  \  «-   ' 


minimum , 


'2®  On  a  un  minimum  de  (-1— )  au  point  défini  par  la 
relation  V  ^^  / 

2<jf  sin  X  -f-  cF  =  o. 

Il  'est  situé  entre  le  sommet  et  le  point  de  rayon  de  cour- 
bure minimum  ;  /  dvX   > 

3*»  Pour  étudier  les  variations  de  (-7-)  il  faut  considérer 
une  équation  du  second  degré         \    '^  / 

2  Sm-^T  +  Sm  T  +  I  :=:  o. 

9 

Conditions  de  réalité  des  racines,  conditions  pour  qu'elles 

représentent  U4i  sinus.  Il  y  aurait  un  maximum  et  un  mi- 

.    /-       cF         3 
nimum  si  y '-*  < <  —  .   Ils  se  produiraient  pour  un 

angle  "c  compris  entre  —  3o°  et  —  4 5°. 

Démontrer  que  ces  conditions  sont  incompatibles  avec 
rbodographe,  en  raisonnant  dans  le  cas  limite  où  les  deux 
racines  sont  égales. 

En  aucun  cas  donc,  sur  la  branche  descendante  il  ne  peut 
exister  de  maximum  ou  de  minimum  pour  la  quan- 
tité 


'«  (*)  ■] 


3.  Ensemble  des  formules  différentielles  du  mouvement.  — 
On  n'a  utilisé  dans  la  discussion  du  présent  cbapitre  qu'un 
certain  nombre  des  combinaisons  possibles  des  équations 
différentielles  du  mouvement. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  admette  sept  variables  v, 
a,  /,  X,  ar,  y,  s]  si  on  combine  deux  à  deux  les  diiTérenticllcs 
dvj  duj  dt sous  forme  de  rapport,  le  nombre  total  des 

ri) 

combinaisons  sera  -^-;-  =  2 1  formules  possibles,  équations 
différentielles  du  premier  ordre. 


ordre. 


PROPSIKTSS   DBS   TRAJECTOHUËS    ATH' 

Combinant  ensulLe  (Icuk  h  deux  les  nii^nics  variables 

la  forme  -T7r  , — nr  etc.,  on  aura  encore  ai  conibi- 

al'  dv' 

nouvelles    d'équalïons    dilTérenll elles    du  second 

r  le  tableau  dos  Ibrmules  nuxtjuelles  on  arrive. 

Dûmontrpr  :  Théorème  i.  —  Dans  toulfls  les  formules  où 
ne  iigurcnt  que  les   trois  lettres  x,  y,  s,  n'entre  pas    le 

rapport  — . 

Tfiéorème  2.  —  Dans  toutes  les 


ules  ou  ne  hgnrrnt 

(en  plus  doic,  j,  s)  que  les  deux  lettres  l  et  t,  le  rapport 

s'introduit  dans  les  dérivées  secondes,  H 

Théorème  3.  —  Quand  on  introduit  une  des  deux  lettres 
cF 
V  ou  u  le  rapport  —  s'introduit  dans  les  dérivées  premières, 

1h  dérivée de  ce  rapport  dans  les  dérivées  secondes. 

§    5.    —    Tll\,li;CT01flES    A    COEPVICIENTS    B.VLISTIQUES 


128.  Théorème  I,  —  En  un  point  [v,  t)  dune  tra- 
jectoire almospliéri'jtw ,  le  rayon  de  courbure  ne  dépend 
pas  (le  la  résistance  de  lair. 

En  elTct,  noua  avons  vu  (8())  (|ac  le  rayon  de  coiir- 

bui'C  r  est  donné  par  l'éciuation  r  ^ . 

Cette  relation  ne  renferme  pas  la  i-ésislance  de  l'air  eF, 

Corollaire  I,  ■ —  Si  on  considère  une  série  de  projec- 
tiles ayant  des  coefïicients  balistiques  différents,  mais 
lanc€s  du  même  point  (Yj,  a)  sous  le  même  angle  de 
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projection  a  et  avec  la  même  vitesse  initiale  V^,,  toutes 
les  trajectoires  de  ces  projectiles  admettent  le  même 

V- 

rayon  de  courbure  r  = —  au  point  ÇS^,  a). 

Corollaire  IL  —  Parmi  ces  trajectoires  se  trouve 
celle  du  vide,  correspondant  à  l'hypothèse  c  ==  o.  Cette 
trajectoire  est  celle  qu'un  projectile  quelconque  par- 
courrait si  au  point  (i%t)  la  résistance  de  l'air  était  tout 
à  coup  supprimée.  On  appelle  cette  trajectoire  du  vide 
au  point  (u^t),  parabole  de  la  vitesse  en  ce  point. 

Corollaire  III ,  —  D'après  le  théorème  I,  une  trajec- 
toire quelconque  est  osculatrice  à  la  parabole  de  la 
vitesse  au  point  commun  (t',T),  puisque  ces  deux 
courbes  ont  même  rayon  de  courbure. 

Exercices,  —  i .  Trouver  Téquation  du  cercle  osculateur 
on  0  à  la  trajectoire  (Vo,a)  : 


X'-^y-' 


•2  V* 


J>(j— ictga)  =  o 
g  o 

•2.  Trouver  son  intersection 
avec  rhorizonlalc  : 

U        M. 

X  = ^tff  a. 

9      ^ 

3.  Trouver  son  intersection 
avec  la  parabole  de  la  vitesse 
on  a  : 


-%^^ 


'im 


X 


SHl  '17. 


fi»        ».  •« 
rig.  a;). 


•2Xtg 


129.  Théorème  II.  —  Deux  projectiles  de  coeJDi- 
cients  balistiques  cetc'  sont  lancés  du  même  point  (Vo,a), 


II. 
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avec  la  même  vitesse  initiale  V„  et  sous  le  même  angle 
de  projection  a.  Démontrer  tjue  la  trajectoire  c'  est  cons- 
tamment aa-dessov^  de  la  trajectoire  c,  si  c'>  c, 

La  démonstration  de  ce  ihéorètne  exige  qu'on  ait 
recours  aux  équations  diEférenti elles  de  la  trajectoire  en 
coordonnées  obliques,  établies  au  n"  g4- 

1°  L'équation  difféTentielle  analogue  à  l'Iiodograplie 
et  qui  n'est  fonction  que  de  deux  variables  est  : 

=  i-.[i+;,^  — a/tsinaJT 

vitesse  du  projeclilc  projetée  sur 

.    .  .  ,  dz 

la  tangente  initiale  :      i'^  =  —j—. 

^/â"''        A  I  •'>-    " 

.y^S^^^-"^  On  a,  en  outre,  [i  =^  — ,—  . 

Intégrons  l'équation  différentielle 
depuis  l'origiue  {p  =  o,  i',  ^^=  VJ 
jusqu'à    une    valeur  p  ;    on    aura 

f     /•!'  v-  F 
Vg 1    — î —  rlji  jiour  la  li-ajectoire  <■, 


Or  si  c'  >  c,  v'  est  d'abord  plus  petit  que  ti,  ;  mais 
',  ne  pourra,  pour  une  valeur  commune  de  p,  dépasser 
1  ;  car  dans  ce  cas,  on  se  serait  trouvé,  au  passage, 
dans  les  mômes  conditions  qu'à  l'origine  (égalité  de  i', 
et  de  p)  et  par  suite  on  aurait  démontré  que  i'^  est,  un 
I  ^tant  après,  plus  petit  que  v,. 
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a'*  Prenons  le  même  éloignement  z  sur  la  ligne  de 
projection.  On  a  : 

Puisque,  pour  une  même  valeur  de  p,  on  a  toujours 
vi  de  la  trajectoire  c'  plus  petit  que  v^  de  la  trajectoire  c, 
il  faudra  donc  que,  pour  avoir  le  même  éloignement  z 
sur  les  deux  trajectoires,  on  ait  p  plus  grand  pour  la 
trajectoire  (/  que  pour  la  trajectoire  c. 

y  U  abaissement  y  correspondant  à  Y  éloignement  z 
est  donné  par  la  formule 


=  ^f.'"' 


D'après  la  propriété  précédente,  p  est  toujours  plus 
grand  pour  la  même  valeur  z  sur  la  trajectoire  d  que 
sur  la  trajectoire  c.  Donc  V abaissement  y,  d'après  l'in- 
tégrale qui  l'exprime,  sur  cette  trajectoire  c'  sera  plus 
grand  que  V abaissement  correspondant 
au  même  âoignement  sur  la  trajec- 
toire c. 

Donc  la  trajectoire  &  est  au-dessous 
de  la  trajectoire  c  dont  le  coefficient  ^,-„  -^ 

balistique  est  plus  petit. 

Corollaires.  —  i®  La  tangente  en  c'  est  plus  inclinée 
sur  l'horizontale  que  la  tangente  en  c.  Car  p  est  plus 
grand  en  cf. 

Jr'  dz 
—^ .  Comme  i'^  <  i\^  le  temps  mis 
0       i\ 
par  le  projectile  pour  aller  de  Torigine  au  point  de 


2^ 
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abscisse  '(ou   de  même  éloignemenl)   est   plus 
grand  sur  In  liajccloii'e  c'  qui 
la  Ir-ijcctnire  c. 

1 3o.  Théorèmes  sur  le  som- 
met- — ■  Au  snnimet  de  la  tra- 
jectoire, on  a  ^  ^^  tgst,  et  les 
ihéorcmcs  suivants  peuvent  è\rv 


v',_  <  (>,.    donc    V;<  V, 

z,>zi         x,>\; 

ys>  J*  V5>^;.  deréquiUioiL  Y5=  —  /       l'ï/K/yi 

l.>K  T.>'1m  dcréqualioriT,  =  -  f     (y//) 

1 3 1 ,  Théorème  III.  — ■  ^''if  parnhole  à  axe  vertical 
ne  peut  couper  la  trajectoire  utnwxphc'ritjae  en  pliui  de 
trois  points  réels. 

Soient  en  cfl'et  y  =  Jlx)  l'équation  de  la  Irajtcloire 
et  j-,  =  a  -(-  bx,  -+-  cœ\,  l'équalion  de  la  [jarabole  à  a\c 
vertical. 

Si  les  deux  courbes  ont  m  points  réels  communs, 
l'équalion  (y  — :  y,)  sera  satisfaite  pour  ni  valeurs  réelles 
de  X.  Or  on  sait,  d'après  le  ihéorome  de  RoUe,  que  si 
une  équation  admet  m  racines  réelles,  entre  deux  de 
ces  racines  existe  au  moins  une  racine  de  la  déri\w, 

(ia;, 

d'y         'l'y^ 


Donc    l 'équation  - 


—  I  racines  et  l'équation-— 

I  moins  m  —  2  racines. 
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Or,  comme  dans  la  parabole  -Vt"  =  const.,  on  aura 
J2y  dx^ 


j  ,  =  const. 
ax 


Mais  dans  toute  trajectoire  atmosphérique,  on  a  : 

j^=tgT,    d'où   (102) 

d^y  I      d-z  g 


dx^       cos^'z  dx  (ucost)^ 

On  aura  ainsi 

Q 
- — ^ — — -  =  const. 

[V  COSTJ- 

Or,  on  sait  que  v  cos  t  est  une  quantité  qui  va  tou- 
jours en  décroissant  de  00  à  o.  11  ne  peut  donc  y  avoir 
qu'une  seule  valeur  de  i'  cost  et  par  suite  de  v  qui 
satisfasse  à  cette  équation  ^ 

Donc  la  valeur  maximum  de  m  —  2  est  i ,  c'est-à- 
dire  que  .m  est  au  plus  égal  à  3. 

Corollaires.  —  1°  Si  une  parabole  à  axe  vertical  est 
tangente  en  un  point  à  la  trajectoire  atmosphérique, 
elle  ne  peut  la  couper  qu'en  un  seul  autre  point. 

2?  La  parabole  de  la  vitesse  qui  a  déjà  trois  points 
communs  avec  la  trajectoire  atmosphérique  ne  peut 
couper  la  trajectoire  en  un  autre  point. 

3°  La  trajectoire  atmosphérique  est  comprise  entre 
deux  paraboles  à  axe  vertical  construites  sur  la  portée 
el  tangentes  respectivement  à  l'origine  et  au  point  de 
chute  de  celte  trajectoire. 

*  On  considère  ici  comme  formant  toulo  lu  trajectoire  soit  la  trajectoire 
avec  sommet,  soit  la  brauclio  isolée  (i'2()).  Si  on  considère  lensenible, 
Fcos^  prend  deux  fois  la  mémo  valeur  variant  sur  l'une  et  l'autre  branche 
de  oc  ù  o. 


CHAPITRE    VI 

SUR  L'IISTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS 

DIU'ÉHENTIELLES  DE  LA  BALISTIQUE  EXTÉRIEURE 


:¥{v)^a-\-bo-^ 


1 3  2 .    ObJ  et    au    chapitre . 

l'équalion  diffère  a  liel  le  de  l'Lodograpbe 


L'intégration   de 
^(t'cos-:)  ^  cuF 


dx 


qui  est  la  seule  équation  du  premier  ordre  parmi  toutes 
les  combinaisons  [wssibles  des  équations  du  mouve- 
ment (90)  qui  ne  renferme  que  deux  variables  v  et  t, 
constitue,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  le  premier  pas  vers  la 
solution  complète  du  problème  balistique. 

Malheureusement,  non  seulement  celte  équation  : 
peut  Cire  intégrée  quand  on  laisse  arbitraire  la  fonctii 
F(t'),  mais  mûme  les  formes  analytiques  de  F(u)  qui 
permettraient  l'intégration  sont  extrêmement  peu  nom- 
breuses. 

Une  première  forme  est  connue  depuis  longtemps  ; 
«  Jean  Bernoulli,  le  premier,  dans  les  Actes  de  Leipsig 
«  (p.  216,  mai  1719)  réduisit  aus  quadratures  le  pro- 
n  blême  balistique  quand  F((j}  ^  Bu"  et  d'Alembert 
«  dans  «on  Traité  de  Nqailihre  et  des  mouvements  des 
K  Jlaides  (p.  356,  1744)  démontra  que  la  réducUoa; 
(  était  encore  possible  quand  F(u}  ==  a  +  ti>°  et  quand' 
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«  F(u)  =  a  +  6  Log  V,  a,  6  et  n  étant  des  constantes 
«  quelconques.  »  (de  Saint-Robert,  t.  I,  p.  9 5.) 

Plus  récemment,  le  colonel  Siacci  a  indiqué  quelques 
autres  formes  de  F(y)  qui  permettent  d'intégrer  Thodo- 
graphe  (§2). 

Le  présent  chapitre  est  consacré  à  faire  connaître 
sommairement  ces  résultats  ;  tout  naturellement  s'y 
joint  Tétude  du  développement  en  série  que  les  équa- 
tions diflférentielles  du  n°  88  permettent  immédiatement 
d'écrire  par  l'application  de  la  formule  de  Mac-Laurin. 
Cette  méthode  constitue  en  effet  une  sorte  d'intégration 
particulière,  quoique  très  limitée  en  étendue,  des  équa- 
tions différentielles.  Enfin  un  dernier  paragraplie  sera 
consacré  à  la  division  du  problème  balistique  qu'on 
peut  baser  sur  les  propriétés  générales  de  l'hodographe 
dans  le  cas  de  ¥(y)  quelconque. 

i33.  Intégrration  de  l'hodographe  dans  le  cas 
où  F(v)  =  a  4-  bv".  —  Nous  supposons,  pour  simpli- 
fier l'écriture,  que  le  coefficient  balistique  c  est  compris 
dans  les  constantes  a  et  6. 

L'équation    différentielle    de    l'hodographe    s'écrira 

donc  : 

gd[v  cos  t)  =  y(a  +  bv^)  d'z. 

Développant  le  premier  membre  et  divisant  par  î;^+  *, 
il  vient  : 

g  cosT  u~°~*  dv  —  (^  +  i/  siuT)  v~^  d'z  =  bd-z 

Dans  le  premier  membre  on  trouve  :  i°  la  fonction 
(a  +  (jf  sinx)  et  sa  différentielle  par  rapport  a  t  qui  est 
g  cost;  a'*  la  fonction  v~^  et,  à  un  facteur  près,  sa  dit- 
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fércntielle  par  rapport  à  t>,  qui  est  —  iiv~^~^.  II  est 
naturel  de  considérer  le  premier  membre  comme  la 
différentielle  d'un  certain  produit  d(Mv~^)  où  M  est 
une  fonction  inconnue  ne  dépendant  que  de  t. 

Pour  déterminer  la  fonction  M,  multiplions  les  deux 
membres  de  l'équation  par  un  facteur  intégrant  K  fonc- 
tion de  T,  en  vue  de  rendre  le  premier  terme  de  l'équa- 
tion différentielle  identique  à  la  différentielle  de 

r/;;My-")  =  —  ny-^-*  Mdv  +  v""  dM. 


En  identifiant,  on  devra  avoir  : 

c?M  =  —  («  +  S'  sin  t)  Kc?t 
—  nM  =  Kg  cos  t. 


et 


Divisant  membre  à  membre,  il  vient  : 


m 

M 


n[a 


0 


sin 


-z)  d'Z 


g  cosT 


SIUT      , 

n aT 

COST 


na     d'Z 


g    cosT 


En  intégrant  : 


na 


Log  M  =  —  n  Log  cos  t  +  -^^^  Log  tg  y— 

y  \  tf 


t) 


ou 
c'est-à-dire 


Log  M  =  Log 


!»£/7w 


cos-^-zigo  [j  +  — 


na    f  -. 


M  =  cos~''Ttg0  (-7-  H 


a 


ou  en  posant  —  =:  h 

9 


7Z 


M  =  cos-^T  tg^*^  (—  -| 
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Ainsi     donc,     on     connaît     le     facteur     intégrant 

n\'f 

K  == ,  fonction  de  t,  qui   rend  le  premier 

(J  cos  T  ^ 

membre  de  Téquation  une  différentielle  exacte. 

On  aura  ainsi  pour  Féquation  différentielle  de  l'ho- 
dographe  : 

r/(Mu-")  =  bKd-z  = ck, 

^  '  g    cosT 

En  intégrant  il  viendra  : 


n  ,   rmd'z 
"  = 6  / 

q      J   cosT 


9 
Posons  tg  ^y  +  -^j  =  j; 

On  en  déduit  : 

COST  = : — ïTT-  ;  SIUT 


i  +  C'  ' î:'  +  i  '  COST       î; 

Avec  ces  notations,  M  devient  : 

Portant  cette  valeur  de  M  ainsi  que  les  valeurs  de  d-z 
et  de  cosT  dans  l'intégrale  qui  donne  Mî;~",  celle-ci 
deviendra  en  fonction  de  la  variable  ^  ^ 

1  (J  J 

L'équation  qui  donnera  alors  v  en  fonction  de  w  est 
la  suivante  : 
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La  constante  est  déterminée  par  la  condition  qu'à 
Torigine  du  mouvement,  on  ait  à  la  fois  : 

u  =  Vq    et    T  =  a,     c'est-à-dire     Ç^  =  tg  (y  H 

comme  limite  de  l'intégrale. 

Ainsi  donc,  v  est  exprimé  en  fonction  de  t^,  au 
moyen  d'une  simple  quadrature.  Le  problème  balistique 
tout  entier  est  alors  réductible  aux  quadratures,  ainsi 
qu'on  le  sait,  puisque  l'hodographe  est  intégré. 

Les  autres  éléments  de  la  trajectoire 

dx  = --rfT,  rfj  =  — -- tgx  c/t, 

,    V     dz  ,  v^    dz 


(J    COST  g    COST 

s'écrivent  en  effet,  en  introduisant  la  variable  J^ 

dt  =^ p-  rfÇ,  ds  = p — 

et  en  remplaçant  dans  ces  formules  v  par  sa  valeur  en 
fonction  de  î^,  le  calcul  de  x^  t,  y  et  s  sera  ramené  à 
des  quadratures. 

i34.  Cas  d'intégration^.  —  i**  L'intégrale  qui  figure 
dans  Texpression  de  v  s'exprime  en  termes  finis  et  par  con- 
séquent aussi  la  vitesse  v  : 

a)  quand  n  est  un  nombre  entier, 

*  Extrait  de  Saint-Robert,  t.  I,  p.   loi . 
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6)  quand  n  létant  fractionnaire, 

— i L      ou        ^  '        est  un  nombre  entier. 

a»  Les  quadratures  qui  donnent  les  éléments  x,  j,  t,  s  de 
la  trajectoire  s'obtiennent  sous  forme  finie  dans  les  cas  par- 
ticuliers suivants  : 

[  n  =  o     quel  que  soit  h  ; 
n  =  1     pourvu  que  h  soit  rationnel  et  diff«irent 


s 


deit 


1  ; 


quand  j  n  :^  2     quel  que  soit  h; 


1 


X  eiy 


n  =  —     pourvu  qu'on  ait  h  =  pq  dz  i  (p  ci  q 
\  P  étant  deux  nombres  entiers) . 

n  =  o     quel  que  soit  h  ; 

n  =  I     pourvu  que  h  soit  rationnel  et  différent 
de  ±  1  : 


J\  l  n==  '1     pourvu  que  h  soit  rationnel  et  différent 
quand  j  de  o  et  de  =b  i  ; 


pourvu  qu'on  ait  /i  =  pg  ±  i  (p  et  q 
P  étant  deux  nombres  entiers). 

/i  =  o     quel  que  soit  /i  ; 
n  =:  I     quel  que  soit  h  j 

quand  i  ^  ==;  __     pourvu  qu'on  ait  /i  =  2  joy  it  i  (p  et  <]f 

P  étant  deux  nombres  entiers). 

«  Soit,    pai'  exemple,    le  cas   de    /i  =  2,    c'est-à-dire 
F(v)  =  a-|-6i;^ 

On  a  pour  l'intégrale  qui  ligure  dans  rexpression  de  v 

^k^  '  'i{h — 1)  h        'i{h-{-i) 


^2h 


ri[\x-i) ;^2 '        r.i{\m) 


'2(/i— ij   "  h         'i{h-\-i) 


((  Il  s't'hsuit  que  quand  k  est  ralîonnel  cl.  difTérent  de  zéro  1 
et  dp  ±  1,  les  expressions  de  dx  el  de  ily  oiiL  la  l'orme  de  J 
IVaclioiis  ralioiinellcs  ',  qu'on  peut  inlégrer  en  termes  finis, 
I  lU"'  Ingarilhnies  el  des  iircs  de  cercle,  npr^  qu'on 


les  i 


,   déc 


;  pai 


■tielli 


ml  I 


fadeurs  binômes  ou  Irînômcs  du 

«  Il  est  inutile  d'a\cvlir  que,  si  h  est  Iraclionnaire  et  égal  J 

à  i-  on  doit  égaler  Ç  'I  à  une  nouvelle  variable,  pour  rendre  I 

rationnel  le  dénominateur. 

a  Le  dénominateur  n'est  plus  algébrique,  toutea  les  loi»! 
que  /i  ^  <i  ou  /(  ^  ±  i  ;  en  elTet  dans  le  premier  cas,  on  a 


fe='-'-T- 


e  peuvent  plus  s'obtenirj 


«  Alors  les  valeurs  de  :i;  et  d 
en  termes  Cnis. 

Il  II  arrive  donc  que  tandis  qu'on  ne  peut  obtenir  les  valeui 
Tmies  des  coovdonniïes  de  la  ti'ajectoirc  dans  le  cas  lu  plus 
simple  de  la  résistance  proportionnelle  seulement  au  carr^ 
de  la  vitesse,  on  a,  au  contraire,  en  termes  finis,  les  valcui^l 
de  CCS  coordonnées  dans  le  cas  plus  général  dans  lequel,  aQil 
terme  qui  contient  le  carré  de  la  vitesse,  on  en  ajoute 
autre  constant,  rationnel  et  dilTércnt  de  l'unité.  Ce  qui  s'i 
plique  aisément,  en  remarquant  que  le  degré  de  l'^piationfl 
à  résoudre,  pour  décomposer  le  dénominateur,  s'élève  k% 


•  Où  a, 


liapla,  dnns  I 
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mesure  que  h  devient  une  fraction  plus  petite  et  que  cette 
équation  est  de  degré  infini  pour  h  =z  o.  » 

i'i5.  Exercices.  —  i°  On  peut  intégrer  l'hodographe 
dans  le  cas  où 

F(i;)  =  a-\-  b  Log  v. 

(Même  procédé  que  ci-dessus.) 

'À^  Si  on  considère  deux  milieux  Tun  où  F(i')  =  a  et 
l'autre  où  F(î;)  =  a  -\-  bv,  et  les  temps  t  et  t'  employés  par 
les  projectiles  pour  parcourir  deux  arcs  ayant  les  mêmes 
inclinaisons  t  à  leurs  extrémités,  on  a 

e^9t=  1  _[_  bgt'        (de  Saint-Robert.) 

3**  Si  on  considère  deux  milieux,  Tunoù  F(v)=act  Taulre 
où  F(i;)  =  a  -f-  6u-,  et  les  arcs  s  et  s'  décrits  par  les  projec- 
tiles entre  les  mômes  inclinaisons  a  et  x,  on  a  la  relation 

gUgs  _.  ,  _|_  .^5^5/       (^Q  Saint-Robert.) 

4*  Intégrer  directement  Tliodographe  comme  une  équation 
de  Bernoulli,  en  posant  i>-**  =  V. 

dv  +  «V  .i±lii!il  +  iî^ -^  =  o 

^COST  g      COS'Z 

dont  rintégrale  est 

0  J  costJ 

Montrer  qu'on  a 

gJ  \    gcost    )       


^(t-t) 


ces 


et  ramener  l'expression  de  V  à  celle  trouvée  pour  — dans 
le  texte  du  paragraphe.  ^' 


PROFHIÉTiS   RES 


■  36.  Le  problème  balistique  au  point  de  vue 
analytique.  —  L'intégral  ion  du  l'équation  de  i'hodo- 
graplic  ne  peut  inléresaer  n^ollL'niGnt  les  balisttcicDs  que  ai 
la  fonction  V(v)  qui  y  figure,  ou  bien  est  laisséu  arbitraire 
de  manière  à  s  accorder  dans  tous  les  cas  avec  la  loi  expo? 
rimentate  de  la  résistance  de  l'air,  ou  bien,  tout  au  nioins, 
est  remplaeée  par  une. autre  fonction  capable  de  représente^ 
plus  ou  moins  bien,  sur  une  plus  ou  moins  grande  étendus 
cette  même  fonction  expérimentale  ¥{v).  Si  cet  objet  précis 
est  néglige,  on  passe  du  domaine  de  la  Balistique  à  celui  de 
In  pure  Analyse,  Sans  entrer  dans  les  détails  des  calculs,  il 
importe  seulement  de  connaître  l'étol  actuel  où  cette  analysB 
a  amené  la  solution  du  problème  balistique  et,  à  cet  effet, 
nous  ne  saurions  mieux  l'aire  que  d'emprunter  quelqi 
pages  au  C  Siacci. 

Les  citations  ci-dessous,  tirées  des  C.  R.  de  l'Académie, 
des  Sciences,  sont  presque  textuelles. 

137.  Sur  un  problème  de  d'Alembert.  Noie  1 

M.  F.  siacd.  en.  i.  rji,  p.  iit:,  [Mr.  imu. 

a  Pour  que  les  équations  du  mou^emunt  d'un  projectile 
dans  un  milieu  résistant  se  ramènent  aux  quadratures,  lai 
résistance  étant  supposée  directement  contraire  à  la  vitesse, 
et  fonction  de  la  seule  vitesse,  il  faut  intégrer  l'équation  dû' 
riiodographo  : 


a  D'AlcmbefL  chcrHia  des  lormss  do  la  lonclion  - 


«F 

incitant  celte  intL^gralioii  et  il  en  trouva  qnalre  : 
o  +  ta"  i!l  =  o  +  tL 
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avec  deux  ou  trois  constantes  chacune,  car  dans  les  deux 
dernières  formules  les  quantités  a,  6,  R,  n  et  a,  b,  R  sont 
respectivement  liées  par  une  équation.  Avant  d'Alcmbcrt, 

on  ne  connaissait  que  le  seul  cas  de =  B^i;^,  résolu  par 

^     9   ,     ,     , 
Jean  BernouUi.  D'Alembert,  après  avoir  indiqué  ces  cas, 

ajoute  : 

«  Je  ne  prétends  pas,  au  reste,  qu'il  n'y  ait  que  ces  seuls 

«  cas  où  la  trajectoire  soit  constructible  ;  mais  je  laisse  à  ceux 

«  qui  aiment  ces  sortes  de  calculs  à  pousser  plus  loin  leurs 

«  recherches  là-dessus.  (D'Alembcrt,   Traité  de  V équilibre  et 

du  mouvement  des  fluides .  Paris,  p.  359,  i744) 

«  L'appel  est  resté  sans  réponse,  que  je  sache.  Le  problème 

de  d'Alembert  ne  manque  pas  d'intérêt,  même  au  point  de 

.        .        cF 
vue  pratique.  Si  l'on  connaissait  bon  nombre  de  fonctions  — 

contenant  plusieurs  constantes   arbitraires   et  permettant 

l'intégration  de  (i),  on  pourrait  espérer  d'y  trouver  une 

cF     ,  T 

fonction s'accordant  avec  la  résistance  donnée  par  les 

expériences.  La  fonction  a  -\-  bv^  par  exemple,  qui  rentre 
dans  les  cas  de  d'Alembert  représente  une  loi  de  la  résis- 
tance de  l'air,  signalée  récemment  par  M.  le  G'  Chapel 
(C.  /?.,  lo  déc.  1894).  Mais  la  loi  de  Chapel  ne  vaut  que 
pour  les  hautes  vitesses.  Le  problème  de  d'Alembert  d'ailleurs 
l'ait  abstraction  des  conditions  pratiques  et  comme  problème 
d^analyse,  il  pourrait  bien  appeler  Tattcntion  des  géomètres. 
«f  En  attendant,  je  donne  ici  quelques  nouveaux  cas  d'in- 

.          cF  . 

tégrabilitc.  Trois  des  nouvelles  fonctions contiennent 

quatre  constantes  arbitraires,  et  deux  de  ces  fonctions  déri- 
vent de  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati,  un  peu 
plus  générale  que  d'ordinaire. 

cF 
Première  forme.         «  Posons  :  —  =  P. 

^  ,/- 

«  Soit        UL  =  a  1  ùdv  —  av  sin  -:  —  b  \ '— 

J  J     COST 
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II,  6,  n  sont  (les  constantes. 

On  trouve  que  le  miilliplicatciir  licst  un  fatleurintégrgnl 
de  [i)  si  p  véniic  l'équation  ; 


+  a 


"(P^- 


«  Si  l'on  fait  a  =  o, 
formules  de  d'Alembert  suivant 
le  cas  général  en  posant  n  =^- 
i'cflLialion  (le  condition  devient 


des 


:  premiÈra 
=  I .  Dans 


{''■} 


dx 


-  bqx'i- 


ini  peu  plus  générale  que  l'équation  ordinaire  de  iUccat 
(où  ()  =  i>)  (ju'on  sait  intégrer  au  njojon  des  fonctions  algf 

briqupset  exponentielles  loi-sque  g  =  o  ou  lorsque  —  ( 

nombre  impair  positif  ou  négatif.  Mais  on  neut  aussi  int^ 

prcr  (a)  au  moyen  des  mêmes  fonctions'  lorsque  h  et  1 
élant  deux  nombres  entiers  et  positifs  (zéro  compris)  o 

b  =  k  —  k.        l  =  ,i  =  ±{i+k-\-  h). 

«   Poaons   comme   déGnilion  d'une  foiiclion   ip  des  troi 
lettres  0,  e  et  u 

■)(°-^)-(^-'+o    {■■ 


La  foncti< 
vantes  : 


Z.(«+»)(=+«-i)-.("+6-i+.) . 
I  tp  doit  en  outre  remplir  les  conditions  t 
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1**  Pour  (j  =r  o  et  pour  (d  -|-  6)  =  o,  on  doit  avoir  (p=  i . 

•2**  Si  ((5  +  ô)  est  entier  et  positif,  a  doit  aussi  être  entier 
et  positif  :  dans  ce  cas  le  développement  de  cp  s'arrête  au 
terme  où  i  =  s. 

«  Ceci  posé  rintégrale  de  (2)  s'obtient  en  dérivant  logarith- 
miquement  par  rapport  à  v,  l'une  ou  l'autre  des  équations 
suivantes  : 

(I)  e«/edu  =  e"^'  cp(/i,  A-,  —  v)  +  Ce-'»"  (p(/i,  k,  v) 

avec     h  =  h  —  k    et     /i  =  1  -|-  /i  -f-  A . 

(II)  {av)-''e<'Aàv  =  e"''  9  (h,  k,  —  v)  4-  Gc-«"  cp  (h,  k,  v) 

avec     h  =  h  —  k    et    n  =  —  1  —  h  —  k. 

G  est  une  constante  arbitraire. 

Si  h  et  k  sont  entiers  et  positifs,  les  fonctions  9  sont  des 
polynômes  finis.  Si  b  et  n  ne  sont  pas  compatibles  avec 
Il  et  k  entiers  et  i)OsitifB  (zéro  compris)  on  aura  des  séries 
convergentes,  quel  que  soit  v,  on  prenant  (IIj  lorsque  n  est 
positif  et  en  prenant  (1)  lorscpie  n  est  négatif.  De  cette 
manière  h  +  /c  est  toujours  négatif  et  le  dénominateur  en  cp 
ne  s'annule  jamais. 

Deuxième  forme.  —  ce  On  peut  avoir  d'autres  cas  dinté- 
grabilité  en  donnant  d'autres  lormes  au  facteur  intégrant. 
Si  Ton  multiplie  (1)  par  : 


t'  cos  T  (  1  +  sm  t)«  (  1  —  sm  z)> 

où  a,  ô,  />  sont  des  constantes  et  ).  et  \l  des  fonctions  incon- 
nues de  V,  on  trouve  (pie  M  est  un  facteur  intégrant  de 
(1)  si  A,  a  et  p  vérifient  les  équations  suivantes  : 

l-d  [(p  4-  i)  A»  j  =  -Ji^A''  do  ;  vd  :  (0  —   1  )  ;jlP]  -^  -^.xaPjy 

p  —  «  -r  .«i 

"k  —  u,=  kv       i'      . 

k  est  une  constante. 

«  lAis  deux  intégrations  s'elToctuent  sans  difficulté  : 

i*  Ix)rsque  a=Ji=  o  ;        -a*^  lors(pie/)-^=  i  et  (pionammle 

BALIMTKjIK.  I  '2 
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eoiislante  de  la  première  inl^^roticin  ;       1"  loi'sqm 
p  ^  i;        ,',"  lorsque  a=:(i  etp  =  —  p. 
«  \  ws  quatre  cas  cciri'L'spnndfntfjualrel'ormulosdnniiaiiLJ 
■s  expressions  de  p  rendiuit  intégrabic  l'hodographc.  Ce  f 


(IV)  5t  =  (p+:+^„j.(p_, 


,^fc,i.[(„+i,+.,)p. 


(V)  Kv^ 

(VI)  lk'  = 
I,  '',  7,  K,  H, 


-  J  ,+,,(,-,)' 

.+»(f-.l' 

"       J.  +  Kp+i)" 

h'.(p  +  l)" 


1,  r,  (^  sont  des  confiantes  nrbllniires  liûes 
bilraires  a,  p,  p  el  /.■. 

Tro'uiime  Jorme.  —  u  Si  Ton  donne  nu  l'adcur  irilcgraut  ', 
'une  ou  l'autre  dos  formes  suivanle.'i  : 


(/+ a, !„.+;,. 


//+£» 


«.V+'-i 


y,  g,  h  élant  des  fonctious  inconnues  de-i',  on  trouve  des 
éiiuatious  différentiellesqui  s'intègrent  facilement.  On  d^ler- 

rmne  de  cotte  manière  y,  q,  h  et  l'onoblienl  [wur  p  les  équa- 
tions suivantes 


;, 


-Ih 


+'(P  +  ') 


(  La  deriiiÈre  formule  donne  i> 
î  lerincs  li 


■c  constantes  arbitraire 


c(l)et(II).EIIeçontictit    , 


s  particuliers,  tes  fornudes  (V^  et  (VÏ). 
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Quatrième  forme .  —  «  On  peut  avoir  encore  un  cas  d'intc^na- 
bililé  de  (i)  en  prenant  comme  l'acteur  intégrant  e:*(i'  cost)~^ 

avec       fji  =  \aj^dv  —  av  sin  '^j"  +  'ia-fv(o^  —  i)  dr. 

La  fonction  p  s'obtient  au  moyen  d'une  écpiation  du  second 
ordre  qu'on  intègre  facilement. 

i38.  Sur  un  problème  de  d'Alembert.  —  Xote  de 
M.  F.  Siacci.  C.  /?.,  t.  i3'^,  p.  38i  et  49G  (Ann.  1901). 

«  Aux  cas  d'intégrabilité  de  l'équation  de  Tbodograplie 
on  peut  ajouter  les  deux  suivants  : 

«  Le  premier  est 

p  =  Al»  ^-le  +  V-  4-  B(c  +  i'-). 

En  introduisant  la  variable  ;:  liée  à  v  et  t  par  la  relation 
'10  H-  i'-  =  v-Z'  {l^c  —  sin  ':;- 

réquation  de  l'bodograpbe  se  réduit  à 

zdz  .  dz 

+  ~— -ït: Tr^=^» 


r-  (B-c-  —  I  )  4-  '^Acr  +1    ^  cos  t  [hc  —  sin  -:) 

011  les  variables  sont  séparées  et  les  intégrations  partielles, 
en  outre,  ne  contiemient  que  des  fonctions  élémentaires. 

<f  Uautre  cas  s'obtient  en  multipliant  l'équation  de  l'iio- 
dographe  par 

(1  —  sin  Tj-"  (  I  -\-  sin  -)>  'y  -}-  sin  t)»-? 

ot  en  soumettant  ce  multiplicateur  à  la  condition  d'être  un 
facteur  intégrant  de  rhodograj)lie  ;  a  et  fi  sont  des  constantes 
quelconques,  mais  dilférentes  et  v  est  une  fonction  de  v.  On 
obtient  ainsi  deux  (^luations  diirérenlielles  entre  0,  v  cl  v, 
lescpiellcs  intégrées  donnent  : 

(y  +  I  )•' 


0  =  1  -[- 

'  (V  —  I  )» 

V- —  I 


"y 


"  +  '^.3  /  - — ■ '- 
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l/éliminatioii  dey  donnernil  p  pn  fonclion  dp  i    a^ec  qua 
fonslantcs  arbitraires  a,  p,  y  et  G.   Mais  retlp  ^immatioa 
n'est  point  tiûcessaire.  Il  ronvient  au  contraire  pour  I  int6- 
pralion  de  l'iiodograplie,  d'exprimer  pet  i  en  fonctiou  de  y, 

K  Le  premier  cas,  pour  A^  o  se  réduit  a  p  z=  B(C  -|-  u*) 
nui  a  été  traité  par  Legendre'.  II  rcntic  dan^  le  ca'i  de 
n'AIemhcrt  0=00"  +  b,  mais  Legendre  ne  cite  pas  ce  grand 
géomètre,  quoiqu'il  cite  Bernoulli  pour  le  cas  p  =  av". 

Jacobi  a  ti'aïté  le  cas  p  =  av"  -\-  b,  comme  une  générali 
sitlion  du  cas  de  Legendre  ;  il  cite,  lui  aussi,  lîernnuUi,  mai 
non  pas  d'Alembert^.  11 


^  3. 


cLairin 

TRAJEtTO 


139.   Principe  du  développement.   —   S'il   n'est 

pas,  en  général,  possibb'  diî  irsipiniit-  \c  problil'me  balis- 
tique par  l'iotégration  dfs  équalioiis  diiTérenlioUes,  il  est 
cependant  toujours  facile  d'obtenir  un  développemenî 
en  série  qui,  dans  certaines  limites,  permettra  le  c-atcut 
des  éléments  d'un  arc  de  trajectoire. 

Etant  données  les  valeurs  des  élénienls  à  l'origiae 
d'un  arc,  c'est-à-dire  x„,  j„,  i'„,  1^  et  t^,  on  se  pro[>ose 
de  rechercher  et  de  calculer  quatre  des  cinq  quantités 
X,  y,  i',  /  et  t  de  la  fin  de  l'arc,  l'une  d'elles  quelconque 
étant  supposée  définir  cette  extréiuité. 

Comme  on  connaît  les  expressions  des  dérivées 
mières  et  secondes  de  toules  ces  quantités,  les  unes  par 
rapport  aux  aulros  {la^  ex.  3},  on  pourra  calculer  aisé-, 


isommtlle  Verka.  Bond.  IV,  J».  aS;. 
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ment  les  dérivées  troisième,  quatrième,  etc.,  et  par  suite 
obtenir  directement  le  développement  suivant  la  formule 
de  Mac-Laurin  des  éléments  de  la  fin  de  Tare  par  rapport 
aux  données  à  l'origine  et  à  un  des  arguments  de  cette 
extrémité. 

A  condition  de  réduire  suffisamment  l'amplitude  de 
Tare,  de  manière  que  tous  les  éléments  n'éprouvent  que 
de  faibles  variations,  on  aura  ainsi  ime  méthode  de 
calcul  qui  pourra  se  prêter,  dans  les  cas  où  sa  conver- 
gence sera  suffisante,  à  des  applications  pratiques. 

Il  existe,  avec  les  cinq  variables  choisies  prises  l'une 
ou  l'autre  pour  argument  ic,  y,  v,  /  et  t  au  dénomina- 
teur des  dérivées,  cinq  groupes  de  fonnules,  applicables 
autour  du  point  ir^,  y^  ;  tous  ces  systèmes  rentreront 
évidemment  les  uns  dans  les  autres,  auront  une  con- 
vergence de  même  ordre  et  on  pourra  j)asser  de  Tun  à 
l'autre  par  la  méthode  du  retour  des  séries.  Il  suffira 
donc  de  calculer  les  coefficients  d'une  des  séries  pour 
jX)uvoir  calculer  ceux  des  autres  arguments. 

Soit  ^  un  élément  quelconque  dont  on  veut  le  déve- 
loppement par  rapport  à  un  autre  ç.  On  posera 
$  =  Çq —  (io  —  ç)  et  la  formule  de  Mac-Laurin  donnera 
immédiatement  la  série 


Il 


11  suffira  donc,  pour  pouNoir  écrire  colle  fornuilo,  de 
calculer  les  dérivées  successives -7^ ,  —^,  -w^"*  do  ^ 

12. 
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par  rapport  à  ^  et  de  déterminer  leurs  valetirs  à  Tori- 
gine. 

On  supposera  à  l'origine  de  Tare  Xq  =  yQ=  1^^=  Oy 

i4o.  Équation  de  la  trajectoire.  —  Nous  pren- 
drons comme  point  de  départ  de  toutes  ces  séries  la  rela- 
tion entre  y  et  x  que  nous  écrirons  : 

•^  ^  2YoCOS'*a 

X  X^  X  "1 

Les  deux  premiers  termes  peuvent  être  écrits 
directement,  puisque  la  trajectoire  dans  Tair  et  la 
trajectoire  du  vide  sont  osculatrices  (128),  au  point 
(Vy,a).  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coefficients 

On  trouve  aisément,  en  sachant  (88)  que 

(k  q  dv  7       /cF     ,      .      \ 

-,-  =  —  -4-       et       -y-  = ^ — h  sm  T 

(Ix  V  dx  ycosT  \  ^  / 

les  formules  suivantes 


dx        ^    '  dx^  V'  cos' 


d,tr  t;*cos^T 

d'y         276'F 


dx'        y'^cos'T 


^-.)si-  +  .F(^-4)] 
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2gcF 

V^  COS*  T 


/       F"    ,    v'-¥"  .  v¥'    ,      A    . 

«%  \^2u'  ^  4-  -^i '^  ^r-  +  i4j  sin  T 


+ 


,     ,  ,  v'¥"        3vF'  ^  o  ,   .  , 


Et   portant  ces  valeurs  dans  la  série  du   n"    l'dg  : 

C=Ç.-(5.-ï)(|)+- 

et  après  y  avoir  fait 

i;  =  V„  T  =  a, 

il  viendra  pour  les  coeflicients  A^,  A^  et  A^  les  valeurs 

suivantes  : 

cF„ 
Ao=+4  vjcJsa' 

,     /VoF; 

\       ^0 


Ai  = 4  Tri  ^î~~ 


A,  =  +4 


cV. 


I  I  sia  a 

/ 


V  F' 

cF..(-l|J 4^ 


VJcos-'a 


/V*F"      '^V  F' 
+  9  i-ff [7 f-3,sm-a 

\      ^  0  ^0 

/     F^'       F'-  f;,       ^ 

F  "  V  F' 


Le  coefficient  A„  renferme  la  résistaDce  de  l'air  F„. 
1)  A,  en  outre  la  dérivée  première  F^ 

j"  \j  en  outre  la  dérivée  seconde  Fi' 

Le  coefiicicnt  A„  EHldudegréoensinaet —  i  encosa. 

»  A^  H  i!ensin3Lel~3encos!r 

1 4  '  ■  Autres  éléments  de  la  trajectoire.  —  Pou 
obtenir,  en  ronction  de  x,  le  développement  des  autres 
éléments  de  l'extrémil^  de  l'arc,  c'est-ànlire  i;,  t  et  /,  on 
opérerait  de  la  même  façon  en  calculant  les  dérivées 

dt      d'I      d'I 

successives  telles  cnie  —r-  ,  -,  ■.,-,  -i—r 

^      ax    dx'    ax' 

Mais  on  peut  conduire  les  calculs  de  manière  k  inlro^ 
duire  immédiatement  dans  les  formules  les  coefGcienU. 
A„,  Aj,  A,.,.  C'est  en  employant  les  formules  du  pi 
blême  balistique  inverse  (97)  qui  permettent,  étant  donnée 
l'éijuatian  de  la  trajectoire,  de  délerniinor  les  difTérentSi 
éléments  d'un  point  {x,y). 

On  a  en  effet  (97)  : 


d.e 


On  trouve 


y^=xli2^ ~- 


,+A„-^+A,- 


^  '         °  V^cos'a 


1.64^'  -  1.2.3.4.5 


..:i  '  ^    -  i.a.a.4 
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X 


YgCOsa 


K+Uk,-%^ 


«=«„[: 


8      '  24 

I.   /A,      A„A,      A5\ 

■0?——  A, T-i^jx- 


4         8V  «      4 

8  \:î       4  ^"^^+iG    7     ^ 


On  voit  ainsi  que  les  expressions  entre  cnn^hcMs  soni 
les  facteurs  qui  multiplient  les  valeurs  (l(u*-ha(|ue  élément 
dans  le  vide.  On  dorme  d'une  laiton  fi^énérale  le  nom  de 
facteurs  de  la  trajectoire  (260}  à  ces  quantités,  lonctions 
dans  les  cas  ordinaires  de  j\  de  ^y  el  de  a,  (|ui  motlilient 
la  trajectoire  du  vide. 

142*  Forme  de  Téquation  de  la  trajectoire. 
—  On  peut  donner  de  Técpiation  finie  de  la  trajectoire 
une  forme  particulière  ([ui  dérive  du  développement  de 
Mac-Laurin  employé  ri-dessus  :  en  introduisant,  en 
effet,  le  reste  de  la  séri(%  on  écrira  pour  la  valeur  de  y 


4 


/ts  Jn 


I  r\  >„     ,  a- y 

Kll —  I    I   J     ^  '  <Ar" 

z  étant  une  variaMe  auxiliaire  ([iii  va  de*  o  à  la  liiuile 
suiHÎrieure  x  de  rintégral(\ 

En  se  bornant  aux   trois   premiers  lenin's,   on  aura, 
jK)ur  la  trajectoire,  Trcjualion'  : 

y=xl-f-\  +  —  (---+--/    ,,r-:'-j^<l:. 
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Mais  OU  a  d'après  le  lablcau  du  n^  i4o  : 


\(lxJo  ^       '  \<Ix^Jq  U\ 


2    ' 
0 


d'y  ig 


cF. 


On  aura  donc  : 
y  =  X  tg  a ^4 > gc  \     [x  —  zy    ,  ^        dz. 

C'est  Tequaliou  qu'il  s'agissait  d'établir  et  dans  laquelle 
V  et  T  doivent  être  considères  comme  fonction  de  la 
variable  auxiliaire  z, 

i4'^-  Tir  horizontal.  —  Le  tir  horizontal  est  celui 
où  toute  la  trajectoire,  depuis  l'origine  jusqu'au  point 
de  chute  peut  être  représentée  par  la  série  du  n°  i4i 
limitée  à  ses  premiers  termes.  1^'aisanl  j  ==  o  et  a?  =  X, 
l'équation  de  la  trajectoire  deviendra  ; 

Yy  sin  p. a 


/y 


=  x 


^+\-7^  +  A, 


i.2.ii        '  ^  1.2.3.4 
.  X^ 

'  1.2.3.4.5"^ 


Mais  l(^s  coefficients  A^,  Aj...  renferment  l'angle  de 
projection  a.  Pour  obtenir  des  formules  indépendantes 
de  a  dans  le  second  membre,  il  faut  donc  remplacer 
sin  a  et  cos  a  en  fonction  de  X.  On  a  : 


sin^  2  a 


cos  a 


8 


sin  2a    ,    sm'*  2a 


sina=  ^ 1 7: h" 

2  i() 
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if 


ou  : 


cosa 


■-Tlf)'(-+^  + 


sin  ** — iL 

OU  enfin 


\+  ^«^ 


I    flfX 
sina  =  — ^ 


1.2.3       1.2.3.4 


1.2.0 


^x 

i6  V  V^ 


!+• 


1.2.3.4 


8VS 


_Ji 


Mais  si  on  ne  conserve  dans  le  crochet  du  deuxième 


membre  de 


Vft  sin  2a 


-  que  les  termes  en  X\  il  faudra  : 
I**  Dans  Aq  remplacer  cosa  par         i  —  (  aFt)   î 
2®  Dans  Aj  remplacer  sin  a  par  —  -^^rr  et  cos^  a  par  i  ; 

2       V5 

3"  Dans  A^  supprimer  les 'termes  en  sin"  a  et  sin  a. 
Il  viendra  alors,  en  se  bornant  aux  tennes^  en  X^  dans 
le  crochet 


VJsin2a 


3 


=  X 


4  oFq      X 

Vo        1.2.3 


c'Fi  /v,f; 


F„ 


4 


x^ 


1.2.3. 


Un  procédé  de  calcul  analogue  pcnncttra  d'obtenir 
les  autres  éléments  du  point  de  chute. 


'c-F;  /V„F:, 


-4 


.7' 


X' 


flX  r    ,  4cF,  X 

V„L  ^  Vs   2      VV5  V  l'„         ,'      4Vi'   i.^'-^i 


c'¥i  /  v„f; 


V/      I 


i44-  OrifiTine  des  tables  de  tir-  —  Les  fonnules 


(lu  Lir  horizontal  Irouvoront,  on  particulier,  une  appli- 
cation 08101*116  dans  le  calcul  des  éléments  d'une  table 
de  tir  au  voisinage  des  angles  de  projection  nuls  ;  c« 
calcul  e\ipc  une  grande  préoision  si  on  veut  ne  pas 
être  exposé  ù  dos  invraisemblances  chocjuantes,  comme 
par  exemple  une  portée  dans  l'air  plus  grande  que  dans 
le  vide,  pour  un  même  angle  de  projection.  A  l'origine, 
en  effet,  les  deux  Irajectoires  sont  osculatricos  et  les  for- 
mules du  n°  i^'S  qui  donnent  justement  les  éléments 
sous  forme  de  diflérences  entre  les  valeurs  dans  le  vide 
cl  dans  l'air,  permettent  d'opérer  facilement  le  calcul. 

X,  la  portée,  est  l'argument  des  tables  de  tir.  Pour 
calculer  celles-ci,  on  construit  souvent  les  courbes  des 
différents  éléments  qui  figurent  dans  la  lable,  a,  T,  w,  u. 
pour  le  point  de  cliule,  en  fonction  do  la  variable  X. 
Cbei-clious  à  déterminer,  au  moyen  des  formules  du  tir 
horizontal,  les  rayons  de  courbure  de  ces  différentes 
courbes. 

L'abscisse  commune  fi  toutes  ces  courbes  est  la  por- 
tée X.  Pour  la  simplicité  des  calculs  et  des  construc- 
tions graphiques,  il  importe  de  prendre  pour  ordonnées 
des  quantités  de  même  espèce  que  X. 

On  prendra  alors,  par  exemple  pour  les  éléments  du 

point  de  chule,  les  ordonnées  suivantes  : 

,              V^sinaa 
a'  =       pour  les  angles  de  projection  ; 

11)'  = Ig  (D  pour  les  angles  de  chule  ; 


V„T  pour  la  durée  du  frajet  ; 


».'-     (V.- 

:  ont  aies. 


c^\ 


vitesses  restantes  bori- 
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Les  équations  du  n®  i43  deviennent  alors  : 

4cF.       X 


a'  =X    1  + 


w   =  X  I  I  + 


▼q         I.2.0* 


4cF,  X 


'0 


3 


+ 


+ 


■) 


/         cF    X 


4V?  CF., 


I  .2. 


Toutes  ces  courbes  sont  tangentes  à  la  bissectrice  des 


axes  de  coordonnées. 
Posons  :  es. 


Y2 
^  0 

cF„ 


on  aura  : 

rfX          ^3 

X 

?0 

rfw'        -        8 
rfX        '    '    3 

X 

rf^a' 


rf'--' 


(fT'  ,     X 


rfX 
rfu'. 
rfX 


CD 
lO 


'V  F' 


d\^ 
d'T 
dX' 
d'u! 


1_L. 

I 


»  0 


Y  F' 


0 


V'fo'      ./X-^~      Uo  /?„ 


4VJ  •  «J 


X 


-\ — •' —  -J 


Gomme  le  rayon  de  courbure  est  donné  par  la  for- 
-le:  ,^ 


3 

•> 


dx 


(dy 

\dx\ 


BAUBTIQl'E. 


IJ 
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polir  une  couihe  y^J[x),  on  aura,  à  l'origine,  X  = 

K(.',X')  =  -5=',;  R(T:,X')=2v/r=.; 

y' 

R(u',X';  =  ^ip.;R(ul,X')« 


,  1'. 


-IL.. 


H5.  Cas  de  F(vj  =BnV".  —  Le  dùvelojjpnnient  en 
scric  (!(.'  la  snlution  du  problèmo  balistique  suiviint  l'argu- 
ment X  a  occupé  beaucoup,  autrefois,  les  géomÈtrea.  On  J 
li'ouvera  dans  le  Traité  de  Balistique  de  Didion,  pour  le 
de  n  ^  a,  le  résumé  de  ces  recherches. 

Ainsi  Lahseht,  en  17(1:1,  dimne  y  jusqu'au  ternie  en 
dans  le  crochet  de  la  lonnuie  du  n"  i/(i. 

BoitUA,  en  i;''[),  donne  la  même  Ibrmulc  avec  un  arr: 
genient  dill'érent  de  termes.  La  bcuIb  difficulté  du  pi-oblème  1 
est  évidemment  de  déterminer  la  loi  de  siiccc-ssion  des  coef-  I 
licicnls,  qu'on  peut  calculer  de  proche  en  proche  en  formant  ] 


""J- 


Les  diirérentes  formules  se 


dilTércncicnl  doue  par  l'ordonrianeemenL  des  ternies, 

Ffl\NÇAis,  en  i8o5,  est  le  géoinitre  qui  a  poussé  le  plus 
recherches  dans  cette  voie;  grùce  k  des  notations 


du 


'S  el  même  h  1 
cette  seule  queatio: 

Lpiession  des  terme 


I  mode  de  différentiRtion  par- 


,  puisqu'il  donne  cxplicile- 


x'  du  crochet  et  la  forme 


L'iilililéde  tels  cal  cl 


s  parait  asse 
vergence  en  irenerai  peu  rapide  des  si 
croissante  de  leui's  termes.  Noua  non 
ner  l'équation  de  la  trajectoire  avec 
le  cas  cfe  F(v)  =  l\,v"  en  posant  en 
est  déduite  de  la  formule  du  n°  1  '<  1 


I  contenter 
les  termes 
outre  cB„ 


vn  la  con- 
niplication    , 
ns  de  dou- 
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1.2. "3    YJ-'i    \cosa/ 
•ijn—  i)bng-  sin  a         '2(\  —  n)blg 


I .  -2 . 3 . 4 

I 
i.'2.3.4.5 


V6-n 
^  0 


^  0 


.r 


cosa 


'i(n  —  I  )  (  1 4  —  ^'O^nS'"  ^^^  ^ 


V8  — 5:n 
^  0 


'i(n  —  O^nS'^Ccos"  0L-\-(n  —  2)  siii^  a] 


V8  — n 
.    .0 


4(4  -  n)  Ci  -  n)blg 


a? 


cos  a 


146.  Formules  du  tir  horizontal  en  fonction 
de  Tangle  de  projection.  —  Il  est  utile  de  connaître 
les  formules  qui  donnent  les  éléments  du  point  de  chute 
quand  Tangle  de  projection  a  est  l'argument.  On  peut 
les  tirer  directement  des  formules  qui  donnent  les  élé- 
ments de  ce  même  point  en  fonction  de  X  par  la  mé- 
thode du  retour  des  séries  dont  voici  un  exemple. 

Soit  la  série 

^"  ^'"^  ^"^  =  X  [  I  +  mX  +  n\'  I 
9 

cil  m  et  Al  sont  des  coefficients  connus. 
On  posera 

XV  Q  Sm  2Gt     j.  .     ;  ,  /      •     i>  1 

=  I  +  m  sm  27.  -\-  n  sm"  2a 

En  portant  cette  valeur  de  X  dans  le  second  membre 
de  la  première  équation  et  idenlitiant  les  termes  sem- 
blables, on  aura  : 


m 


m 


^  0 


o; 


n' 


mm 


v;; 

n  — r  =  o 

'J' 
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On  en  déduit  m'  pi  il'  pt  on  anra  : 


B 


•J 


:i 


I 


On  aiii'ii  pnsuito  les  autres  clùmcnls  [lar  les  for- 
inules  du  ii"  i43  où  on  remplacera  si  on  veiil  \  |)ar  la 
valeur  ci-dessus. 

On  peut  remarquer  que  dans  le  croeliet  dp  la  formule 
qui  donne  X,  on  peut  remplacer  sin  sa  par  a  l^  a,  si  on 
se  borne  au  lerme  en  sîn'  2a. 


i'i7.  Exercices.  —  i"  A  l'aide  des  i'oruiules  générales 
du  11"  l 'i  1  qui  donnent  les  éléuienls  en  fonction  de  x  et  par 
1(1  niélliode  du  retour  des  séries  fnrmer  les  quatre  groupes 
de  formules  ayant  pour  argument  (Iga  —  tgt),  l,  (uo  —  hj 
et  .r. 

■i"  Oblenir  diivctement  ces  mêmes  lormules  par  le  déve- 
loppement de  Mac-(.aurin  en  prenant  les  dérivées  succes- 
sives (les  éléments  |Hir  rapport  à  -:,  (,  u  et  y. 

,î"  l''nire  leur  applicHtinn  au  cas  du  tir  liorizoutul. 

,',»  Caleul  des  rormuli^s  du  aommel. 

5°  Faire  rentrer  cl.-iris'   le>  ilé^eloppenieiils  de  ce  pani- 

iK)ur  le  mouveiiicril  icriil]   i.      .-.    .-    -- 

6"  Etablir  le>  di^rt,-,., ,:i.  ■  .,  -.  i ,.   n.^n  en  iiarlanl  de 

l'équation  de  Miic-l.iun  iii.  m.n^ 

lies  de  riiodographo  éeril  ila  =^  ■ 

é<|ualions  du'  mouveuieut.  On  ii 
rent  les  variables  »,  ti  cl  LgT, 

n°  De  la  fonmde  -rV  ;= : 


liiliou  par  pur- 
—  et  des  autres 
séries  où  fîgii- 
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e  du  n"  lï^f.     On  intégrera  par  parties  l'intégrale  triple 

s'infrodiilt  dans  la  formule  f^Jx  f    th  C -;^''_^-dx.     ' 
Ja        Ji        Ja    (l'cos^T         J 

(M.  do  Sparre.  Mémorial  de  l'Art,  de  la  Mariuir, 
t,  XXr;  189:1,  p.  il». .) 


i  4.  ■ 


Du 


■  48.  Distinction  des  tliéories  analytiques  et 

balistiqaes.  —  I     miii  n  qui  Minl  detn  fut  des  n s 

trî-s  peu  nruiibriiix    (  ii  s  |iii li< ulieii  oti  un  siil  inU- 

grer  l'hodograplie,  el  de  ceux,  Piicoit  bien  plus  lares, 

où  on  pourrait  pousspt  le  pinbleme  balistique  ju^qu  dii 

bout,  montre  que  pisqu  ici  1  Hnalj&e  n'a  pu  obttnir  que 

1res  peu  de  ix'siillats  dans  la  voie  d  une  solutmn  ngnu- 

86  el  complLte  du  problème  bahstique     et  encon, 

I    dans  les  qiiekpiei  inlégioles  acquises    eat-on  oblige  de 

I   sacnDer  totdlement  au\  mcessiles  imljliques  la  gi^ri'- 

I  rahté  de  ta  lunclif  n  !■  i    di.  h  itiistance  de  I  au 

On  a  dit,  dans  1  liiln  duLlicin  i3j  comment  la  con- 
l  servatiun  nécessaire  de  ci  Ite  loncLiun  a  était  propressi- 
[  vement  et  imptrieuscnieiil  imposée  au\  artilleuia  balis- 
I  tictens  wjucirux  de  rendre  pratiques  el  diretlenient 
utilisables  puui  les  expériences  de  lir  les  (ormules 
I   issues  de  leuis  tbeoiiea 

Les  travaux  poursuivis  dans  Lctte  voie  pre-'enltrenl 
j  loutd'abord  avec  Didion,  do  Samt-Robort,  Siacci  et  leiir.s 
successeurs,  un  certain  caractère  de  semi-iinpiiisiiic 
I  rjui  les  conduisit  à  remplacer  pur  des  valeurs  cniisliintrs 
[  moyennes  ccrUiincs  quantités  variables  daus  les  t^qiiu- 
,  lioos  diffère ntiellea  et  à  demander  ù  l'expérience  la  tlt'lcr- 
'  mination  des  coefficients  nécessaires. 
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Mais  il  cat  possible  à  l'heure  actuelle,  d'une  part  de 
généraliser  beaucoup  le  principe  qui  est  à  la  base  de  ces 
méthodes  el  d'autre  part  de  présenter  toutes  les  théo- 
ries balistiques  d'une  manière  absolument  rigoureuse 
en  les  reliant  toutes  à  un  procMc  analytique  uniforme. 

i4!)-  Ares  de  trajectoire.  —  Si  on  doit  renoncer 
il  l'auibilion  de  représenter  par  une  forme  analytique 
unique  toute  une  trajectoire,  depuis  le  point  il  à  l'infini 

eu  amont  de  l'origine,  jusqu'au  point -,  extrémité 

de  la  bronche  descendante,  il  Faut  bien  remarquer  que 
dans  lu  pralicpie  de  l'artillerie,  on  n'a  pas  besoin  de 
considérer  des  trajectoires  aussi  générales  et  aussi  éten- 
dues, La  seule  portion  utile,  limitée  à  la  surface  de  la 
terre,  est  très  restreinte  par  rapport  à  l'étendue  totale  de 
la  courbe  et  se  lient  en  somme,  analyti<piement  (wrlant, 
dans  le  voisinage  d'un  point  de  celte  courbe,  C'est  donc, 
en  réalité,  l'étude  et  la  connaissance  d'un  simple  arc  de 
la  trajectoire  toLile  qui  seront  réellement  utiles  aux 
artilleurs,  et  c'est  A  ce  problème  restreint  qu'ils  ont  con- 
sacré leurs  efforts. 

Une  première  solution  consistera  évidemment  dans 
le  développement  en  série  de  Mac-Laurin  autour  d'un 
point,  tel  qu'il  a  été  établi  au  paragraphe  précédent. 
Chaque  élément  de  la  fin  de  l'arc  s'exprimera  ainsi  en 
fonction  des  puissances  croissantes  d'un  autre  de  ces 
éléments,  l'abscisse  x  ynr  exemple.  Mais  la  conver- 
gence d'une  telle  série  sera  très  peu  rapide,  en  géné- 
ral ;  on  peut  d'ailleur*  prévoir  ce  fait  en  remarquant 
que  dans  l'expression  de  y  en  fonction  de  x  par  exemple, 
la  fonction  F^^  n'entre  qu'au  3°  terme  en  x,  puis  la  fono- 
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tîon  Fp  au  4*  ^t  ainsi  de  suite.  C'est  donc  très  lente- 
ment que  se  manifestera  l'influence  complète  de  la  fonc- 
tion F(r)  qui  ne  s'introduit  ainsi  que  par  parcelle  dans 
la  valeur  des  dérivées  successives  à  l'ori^^ine  F^,  Fq,  Fq'..  . 
Il  faudra  donc,  ou  que  l'arc  soit  très  petit,  ou  que  le 
nombre  de  termes  soit  très  grand,  poiu*  qu'on  puisse 
espérer  une  précision  satisfaisante. 

i5o.  Les  séries  de  la  première  classe.  —  Mais 
peut-on  envisager  d'autres  séries,  où  la  fonction  V'v) 
entrerait  dans  les  termes  successifs  sous  sa  forme  géné- 
rale? La  considération  de  l'hodograplie  permet  de 
répondre  affirmativement  et  de  donner  la  classification 
de  ces  solutions. 

Soient 

d'vcos'z)         cFfiO  du  c  „  f     ii 

— ^ = ==  ^—^        et       COS  T    — r-  =  — 


vdz  (j  luk         y        \  COS  t 

deux  formes    équivalentes    de    l'hodograplie,    puisque 

U  =  UCOST.  //  N 

^,  ,     _  .,  .  ,  (IV  COST 

U  après  la  première,  on  voit  que  le  rapport  — ^ — -, — - 

cV'v'       ,  ^'^'"  . 

est  toujours  égal  au  rapport  — ^-^  ;  si  donc  ce  dernier 

prend  les  valeurs  o  ou  oo,  on  obtiendra  immédiatement 
comme  intégrales  du  mouvement  soit  du  =  o,  soit 
dz  =  o. 

Ces  deux  cas-limites  correspondent  aux  deux  pro- 
blèmes traités  au  Livre  I  du  Mouvement  dans  le  vide  et 
du  Mouvement  rectiUfjne  horizontal. 

Mais  ces  intégrales  liiuiles'seront  évidemment,  dans 
le  problème  balistique,  les  premiers  termes  de  deux  séries 
qui  correspondront  la  première  au  développement  sul- 


39j       PROPHléTéS    DKS    TRAJECTOIRES   ATMOSPHÉRTQrSS 

vatil  les  puissances  de  —  pI  la  seconde  au  développemenl 
suivant  les  puissances  de  —  .  El,  dans  chacnne  d'elles, 

la  fonclion  F(t')  s'introduira  iinniédialement'dans  les 
intégrales  qui  déiinii'ont  Its  ternies  successifs.  Au  con- 
traire de  la  série  tie  Mac-Lauriii  qui  procède  par  diffé- 
rentiations  successives,  c'est  par  intégrations  successives 
que  ces  séries  formeront  leurs  ternies.  Ou  conçoit  bien 
ainsi  quel  avantage  de  tels  développements  devront  pré- 
senter sur  celui  de  Mac-Laurin. 

Comme  en  un  point  quelconque  de  la  trajecloire,  le 
rapport sera,  ou  plus  petit,  ou  plus  grand  que  i, 

l'un  des  deux  développements  y  sera  valable  certaine- 
ment, k  l'exclusion  de  l'autre. 

Si  ces  solutions  jieuvent  généralement  servir  au  cal- 
cul d'un  arc  de  trajectoire  quelconque,  il  est  certains 
cas  pratiques  où  elles  permettront  le  calcul  de  la  Irajec- 
.  toire  tout  entière,  de  l'origine  au  point  de  chute.  De  là 
les  noms  qui  dans  l'exposé  des  théories  balistiques  sont 
donnés  à  ces  deux  solutions  savoir  : 

cF 

Tir  tendu  à  grande  vitesse  lorsque  —  >  i 


■fil 


irhe  h  faible  vitesse  lorsque  - 


i5i.  Les  séries  de  ladeuxiëme  classe.  —  Dans 

l'équation  de  l'hodographe  sous  sa  deuxicnie  forme  : 


-tn 


l'auf^le  T  n'entre  que  sous  le  signe  cosinus.  Or, 
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le  dcveloppemenl  de  Taylor  de  celle  fonclion  en  série 
convergente  dans  le  voisinage  d'une  valeur  initiale  cos  a. 
Ce  développement  peut  cire  porté  dans  l'équation  difîé- 
rcnlielle  deThodograplie,  ce  qui  en  permettra  le  dévelop- 
j3ement  en  série.  L'intégration  de  chaque  terme  successi- 
vement donnera  l'intégrale  de  la  fonction  inconnue  sous 
forme  d'une  série  de  fondions  cpii  sera  également  con- 
vergente. 

Par  ce  procédé  et  moyennant  donc  une  séiie  auxi- 
liaire empruntée  à  la  trigonométrie,  on  obtiendra  un 
développement  valable  en  tout  point  d'une  trajectoire  et 
où  la  fonction  ¥[v)  entrera  encore  sous  le  signe  /  a\ec 
toute  sa  généralité. 

Mais  celle  solution  générale  et  déjà  intéressante  admet 
un  cas  particulier  qui  en  réalité  constitue  de  beaucoup 
le  plus  important  des  problèmes  que  se  |K)se  la  Balis- 
tique pratique  :  il  correspond  au  cas  où  l'angle  t,  sur 
tout  l'arc  de  trajectoire  utilisé,  reste  voisin  de  zéro, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  se  trouve  placé  près  du  souunet  de 
la  trajectoire.  C'est  le  cas  du  tir  ordinaire  des  canons, 
en  particulier  de  tous  ceux  de  Marine. 

Alors  cosT  se  développe  ])ar  rapport  à  la  valeur  zéro 
sous  la  forme  ., 

cos  T  =  I ''- h  •  •  • 

2 

L'absence  du  terme  en  t  permet  d'escompter  un 
développement  en  série  particulièrement  convergent 
pour  la  solution  de  ce  problème  ([ui  sera  désigné  sous 
le  nom  de  Tir  de  plein  fond . 

Deux  autres  cas  particuliers,  issus  de  la  même  série 
trigonométrique,  s'apenjoivent  immédiatement  ;  c'est 
lorsque  l'inclinaison   t  reste   toujours   très   Noisine  de 
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I  ±  — ,  auquel  cas  cost  est  très  voisin  de  ïéro,  niaia  e 
1  posant  T  ^  ±  ^ 9,  on  peut  écrire 


~     V  t.-A.i     '     '"/' 

A  ces  deux  hypothèses  coirespondent  deux  scnes  qui 
I  onl  pour  cas-limites  le  Mouvement  vertical  ascendant  et 
lie  Mnueemenl  vertical  descendant ,  (Livre  I). 

.  Séries  de  la  troisième  classe.  —  La  clas- 

I  sificatirin  précédente  n'épuise  pas  le  nombre  de  cas  oii 
I  il  est  possible  d'inlégror,  par  les  séries,  le  problème 
[  balistique.  Mais,  tandis  que  les  deux  méthodes  précé- 
I  dentés  fdéveloppement  suivant  les  puissances  de  ■ — ,  on 

I  divelopjwment  trigonomélrîque)  étaient  valables  en  un 
l  point  quelconque  de  la  trajectoire,  les  séries  restantes 
(sont  tout  à  fait  particulières  ù  un  point  spécial  d'une 
I  trajectoire. 

En  certains  points,  en  effet,  de  toute  trajectoire,  on 
iconnalt  immédiatement  une  inl<5gralc  du  mouvement. 

■  Ainsi,  au  point  de  vitesse  minimum,  on  sait  que  la 
I  vitesse  v  est  égale  à  i'^,,  vitesse  minimum;  or  dans  le 

âge  de  ce  point  on  peut  également  prendre  v  =t>„ 

1  première  approximation    Ainsi,  au  point  de  rayon 

i.de  courbure  minimum,  la   trajectoire  pourra  être,  en 

Ipremière  approximation,  assimilée  à  son  cercle  oscu- 

llalour  qiii  a  quatre  points  de  communs  avec  elle.  Ainsi 

■  encore  vers  l'extrémité  de  la  brancha  descendante-  le 
^  mouvement  suivant  l'axe  des  j*  sera  presque  uniforme  et 

«r  suite  on  aura  j'^fV  en  première  approximation,  Ptc. 
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Ces  hypothèses,  portées  dans  les  écpiations  différen- 
lielles  du  mouvement,  permetlront  de  déterminer  les 
premiers  termes  de  séries  valables  dans  des  régions  voi- 
sines de  celle  affectée  de  la  singularité  qui  sert  de  défi- 
nition à  la  région. 

i53.  Division  générale  des  théories  balisti- 
ques. —  Le  tableau  suivant  résume  la  discussion  pré- 
cédente des  séries  que  Ton  peut  calculer  pour  la  solu- 
tion du  problème  balistique. 

i'"  classe,  —  Séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
du  coejjicienl  balistique  c. 

cV 
i^ Puissances  ascendantes  —  >  i .  Tir  tendu  a  grande 

*^  VITESSE. 

cV 
2^'  Puissances  descendantes  —  <  i .  Tir  courbe  a  faible 

(j 

^  VITESSE. 

2'  classe.  —  Séries  résultant  dun  développement  tri- 
(jonométrique .   Série  générale  dite  «  Les  fonctions  de 

Sl.\CCl   AUTOUR  d'un  POINT  )). 

;  T  ==  o.      Tir  de  i»lein  fouet. 

^  .       -.  \  T  =  ~  .      Tui  VKRTICAL  DE  BAS  EN  11  VIT. 

Las  particuliers 


\-.^-i 


.  Tir  VERTICAL  DE  II  VUT  EN  BAS. 
Si 

«?®  classe,  —  Séries  spéciales  autour  (Fun  point  rcrwir- 
quahle. 

1"  Tir  au  voisin vgk  di:  ia  aitksse  minimim. 

2"  Tir  ai    voisina(;k  di   point  de  courbi  re  mimmi  m. 

3"  Tir  sur  la  brvnciik   asymptotique   descend vnte. 

Etc. 


I 
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Dans  l'cxposilioii  qui  va  siih-re,  nous  |)roporlioniie- 
rons  les  déveioppemcnis  à  l'iniftorlance  pratique  des 
pioblènies  traités.  Ainsi,  le  Tir  de  plein  fouet  occupexA 
une  place  prépondéranUi  et  sera  traité  en  lui-même  ;  la 
série  plus  générale  dont  il  dérive  «  Les  foncllùns  de 
Siacci  autour  d'un  point  »  sera  considiirée  alors  conuae 
la  généralisation  de  ce  tir.  Enfin,  un  certain  nombre 
de  ces  séries  d'une  utilité  pratique  presque  nulle  seront 
simplement  proposées  comme  exercices. 

D'après  cela,  a  la  division  théoricpie  qui  vient  d'être 
donnée,  on  est,  dans  un  exposé  qui  n'esl  pas  purement 
siH'culatif,  amené  â  substituer  la  ilivi.sion  suivante  : 

LiviŒ  lY.  Le  tir  de  plein  fouel . 

Livre  V.   Les  séries  balistiques. 

i"  Les  fonctions  de  Siacci  autour  d'un  point. 

a"  Le  tir  tendu  à  grande  vitesse. 

[}''  Le  tir  courbe  il  faible  vitesse. 

1^4  Cas  d'une  résistance  proportionnelle  à 
une  puissance  de  la  vitesse.  —  Dans  les  exposés 
généraux  qui  font  l'objetdes  deux  premiers  Livi-çs,  nous 
avons,  à  chaque  inslaul,  comparé  la  trajectoire  générale 
du  cas  de  F^i'}  quelconcpie,  à  la  trajectoire  Bnii'  qu'on 
peut  lui  substituer  en  un  point  déterminé.  D'autre  pari 
cette  trajectoire  Il^i'"  se  présente  tout  naturellement 
lorsqu'il  s'agit  de  faire  l'application  d'une  formule 
générale  ou  d'illustrer  par  un  exemple  un  ihéorÈme 
démontré  avec  la  fonction  l''(''). 

Enfin,  dans  l'introduction,  nous  avons  dit  quel  i-ôle 
important  dans  l'blstoire  du  développement  des  théo- 
ries balistiques  avait  joué  l'hypothèse  d'une  résistance 
monôme.  D'aiUeurs  l'application  pratique  des  solutions 
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qui  dérivent  de  cette  hypothèse  ne  peut  être  considérée 
comme  épuisée,  même  à  l'heure  actuelle,  et  comme 
dénuée  de  tout  intérêt. 

Pour  toutes  ces  raisons,  il  paraît  indispensahle  de 
traiter  avec  détail  le  problème  balistique  dans  l'hypo- 
thèse d'une  résistance  monôme.  Ce  sera  l'objet  du 
Livre  III. 


LIVRE   III 

RÉSISTANCE   MONOME 


CHAPITRE   VII 

LA  THÉORIE   D'EULER 

".    I>'TÉGRAT10>'     DE    l'iIODOGHAPHE 


i55.  Formes  monômes  de  la  résistance  de 
Tair.  —  Les  prcmioros  recherches  tliéoriques  sur  la 
loi  de  la  résistance  de  Tair  îwaient  coiidiiil  les  savants 
à  admellre,  avec  Newton,  la  proportionnalité  de  cette 
résistance  au  carré  de  la  vitesse.  L'expérience  n'est  pas, 
du  reste,  ainsi  qu'on  Ta  dit  (lo^)  en  désaccord  formel 
avec  celte  conclusion,  tant  qu'on  s'en  tient  aux  faibles 
vitesses  réalisées  dans  le  tir  des  mortiers. 

En  adoptant  la  loi  quadraticpie  conmie  base  de  la 
solution  du  problème  balistique,  on  peut  établir  les 
tables  de  tir  de  ces  bouches  à  feu  dans  des  conditions 
<issez  satisfaisantes  d'exactitude.  Cela  lient  à  ce  qu(^  la 
vitesse  des  projectiles  des  mortiers  varie  de  loo  à 
25o  mètres  environ  et  que  dans  la  ré^non  de  ces  \ilessos, 
la  courbe  des  Tr'  présentant  un  minimum  ii'  les 
variations  de   cette  fonction  sont   très   faibles,  ce  qui 


permet  de  considérer  la  résistance  coniniù  quadratitjue^ 
Quand  on  utilisa,  dans  les  canons,  des  vitesses  plus 
considérables  que  celles  employées  avec  les  morliers,. 
la  loi  quadralique  dut  être  abandonnée  comme  insiifQ- 
sante  pour  çendra  compte  des  faits  balistiques.  Diverses^ 
expressions  monômes  de  la  loi  de  résistance  furent  alors 
proposées  ou  employées.  C'est  ainsi  que  âucce; 
ment,  on  a  mis  en  avant  les  lois  du  cubu,  des  4".  5' 
et  même  (i"  puissances  de  la  vitesse  pour  représenter, 
soil  dans  toute  son  étendue,  soit  entre  des  limites  d 
vitesses  bien  déterminées,  la  loi  de  résistance  de  l'air. 
On  a  donni^  (la)  l'explication  de  ces  inlerprétalioiif 
successives  et  montré  l'insufSsance,  en  général,  d'uïU 
représentation  aussi  simple. 

i56.  Généralité  de  la  théorie  d'Euler-  —  Ai 

point  de  vue  de  la  tliéorie,  la  lui  du  carré  ne  se  dis- 
ling'ue  pas  des  autres  lois  monômes  cjui  réduisent  Ift 
r.iuclion  l-'ic)  à  la  forme  B„u".  En  ell'el,  l'Iiypothèse  c 
la  juopnrtiunnalité  de.  !a  résistance  à  une  puïssanci 
([uclconquc  de  la  vitesse,  j)ermet  d'aborder  analyti<pi& 
ment  le  probtiVme  balistique,  et  d'en  donner  une  solu^ 
tion  complicité,  rigoureuse  et  générale,  sinon  sous  form< 
de  lelalions  explicites  entre  les  divers  éléments  delà  tra^ 
jectoire,  du  moins  sous  forme  de  labiés  d'un  usagi 
commode  et  d'une  étendue  restreinte. 

C'est  à  Euler  qu'on  doit  le  principe  de  la  construo 
t  on  de  c  tables,  et  la  solution  qu'il  a  donnée  du  pro 
bien  c  bal  tique  dans  le  cas  d'une  résistance  quadr» 
t  jue  a  le  le  premier  progi'ès  accompli  dans  l'éludi 
lu  mou  eo  ent  d'un  projectile  dans  un  milieu  résistant 
A  ant    otte  époque,  la  théorie  du  mouvement  dans  )i 
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vide  était  seule  connue  et  employée  pour  l'établissement 
des  tables  de  tir. 

Des  tables  fondées  sur  la  théorie  même  d'Euler  ou 
sur  sa  généralisation  immédiate  ont  été  effectivement 
calculées  pour  des  lois  de  résistance  quadratique, 
cubique  et  biquadratique.  Le  principe  commun  qui  a 
servi  à  la  construction  de  ces  tables  résulte  de  propriétés 
générales  qui  subsistent  quel  que  soit  Texposant  n 
admis  dans  l'expression  de  la  résistance  de  Tair.  C'est 
l'ensemble  de  ces  propriérés  qui  constitue  la  théorie 
(TEaler. 

L'étude  du  problème  balistique  dans  le  cas  d'une 
résistance  F(i')  ==  h^v^  (forme  incompatible  avec  la 
fonction  F(t')  dans  toute  son  étendue),  outre  son  impor- 
tance historique,  présente  de  multiples  raisons  d'intérêt 
pratique  :  application  possible  au  cas  du  tir  des  mor- 
tiers ;  formules  légitimes  pour  des  régions  limitées  de 
la  courbe  F(t'),  ou  pour  des  portions  restreintes  de 
trajectoires  ;  discussion  de  problèmes  inabordables  par 
une  autre  voie  et  enfin  possibilité  d'appliquer  les  mé- 
thodes de  cette  théorie  au  calcul  par  arcs  d'une  trajec- 
toire quelconque  où  F(i')  sera  la  fonction  expérimentale 
réelle. 

157.  Équations  différentielles  du  mouvement. 

—  Les  équations  différentielles  du  mouvement  princi- 
pal étant  celles  du  n'  88,  savoir  : 

dfv  cos  t)         cvF  j  I     9  » 

— ^^ — = = ,  (Ix  = c(h, 

^'^  il  9 

,               I      v(k                     j                 I      ,  , 

(U  = ,  dy  ■^= V-  ti?  T  r/T, 

(f     COST  '  7 
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L'intégration  de  ces  équations  donnera  la  solution  du 
problème  balistique. 

On  se  donne  les  conditions  initiales  du  mouvement, 
c'est-à-dire  la  vitesse  initiale  V^,  Y  angle  de  projection  a, 
le  coefficient  l)alistiqiie  c.  Il  s'agit  de  déterminer  la  tra- 
jectoire du  projectile  et^la  loi  du  mouvement  sur  cette 
trajectoire,  c'est-à-dire  de  recliercher  quelles  sont,  au 
temps  t,  les  coordonnées  x^y  du  projectile,  la  vitesse  v 
au  point  x^y  et  V inclinaison  i  de  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire en  ce  point. 

Dans  la  théorie  d'Euler,  la  fonction  F(v)  prend  là 
forme  Bn*''N  '^n  ^^  ^  étant  deux  constantes.  On  posera 
en  outre  cBn  =  6„. 

L'équation  différentielle  de  l'hodographe 

^/(ycosT)         ci'F 


deviendra  donc 


d-z  g 

d'z  g 


La  solution  d'Euler  dérive  tout  entière  de  la  possibi- 
lité qu'on  a  d'intégrer  cette  équation  différentielle.  On 
a  déjà  dit  (90)  que  cette  condition  était  suffisante  pour 
ramener  le  problème  aux  quadratures  et  que,  si  de 
l'équation  de  l'hodographe  on  pouvait  tirer  v  =  ^r(T), 
les  autres  éléments  de  la  trajectoire  s'exprimaient  en 
fonction  de  t,  par  les  quadratures  : 

_  _  -L  Tiir/-)  Jl-.       x  =  --  rWi^jd-:  ; 


y=-^fy\-)'s^^d.. 
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i58.  Intégration  de  l'hodographe.  —  Or,  clans 
le  cas  actuel,  rinlégration  de  Thodographe  est  extrême- 
ment aisée.  Ecrivons  en  effet  cette  équation  sous  la 
forme  identique 

g       d'v  cos  t)  (il 


b„    i'"  +  ^ cos" "^ * T"         COS"  +  ^T 


n 


et  prenons  pour  variable  la  vitesse  horizontale  a  =  v  cos  t. 
Il  viendra  : 

g      du  d'z 

J^'ïir^^  cos"  ■*■'-:  ' 

La  séparation  des  variables  se  trouve  effectuée  et  le 
problème  est  réduit  au\  deu\  quadratures  de  chaque 
membre. 

D'une  part,  l'intégrale    i     ^^^^    a  ])our  expression 

fféncralc .  D'autre  part,  posons,  comme  défini- 

lion  d'une  fonction  de  t  : 

dz 


^"^  ^      X    cos"  +  't 


Si  on  prend  alors  un  arc  de  trajectoire  défini  à  l'origine 
par  les  valeurs  Y^  et  a  et  à  son  autre  extrémité  [)ar  les 
valeur^  v  et  t,  on  obtiendra  l'hodographe  intégré  sous 
la  forme 


il 


i  +  ^"•^^)  =  ±i^  ^-'^^ 


nba    « 


iSg.  Expression  de  Çn(")-  ~~  Dans  le  cas  où  n  est 
entier^  on  peut  exprimer  Çn(T)  sous  forme  explicite. 
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Éci 

rivons, 

en 

elFet 

in(^)  ^ 

J 

r-     (k 

r  ' 

(k 

L     COS"  +  ^T   "" 

. /ft    cos°  - 

•1^ 

COS*T 

et  intégrons  par  parties;  il  viendra  : 
«.  /  \  I  /  \  T'  sinT     , 


OU  bien  : 

^  V sinT         ^  ,  /"'  I  — cos'"T    , 

^"■^^^-"^ï^^^-^'^-'U        COS^  +  ^T      '''' 

sinT         ,  .   p      (h         ,    .  X    r^     d'z 

croù  la  forniule  de  récurrence  : 

^  ^        n  cos"  T  /i  ^  ' 

Mais  d'autre  pari,  on  connaît  directement  les  deux 
intégrales  qui  correspondent  à  /i  =  o  et  à  /i  =  i   et 

qui  sont  (i8)  : 

On  pourra  donc  calculer  successivement  et  de  proche 
en  proclic  les  expressions  des  fonctions  Çn('^)  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  n^. 

'  A  remarquer  les  deux  expressions  do  )5u('^)  pour  n  =  —  i  eln  =  —  2, 
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Ainsi  on  trouverait  : 
-  /  \        C'd'z  sin  T  I   T  /  "^         '^  ^ 


r  rfi 


Çs(t)  =  /   i-  =  -5 

Jû     COS*'7  J  COST 


I 

2 


COS'^  T 


et  ainsi  de  suite,  les  fondions  impaires  ne  renfermant 
que  des  lignes  trigonométriques,  et  les  fonctions  paires 

contenant  en  outre  la  fonction  Ç^  (t)  =  Log  tg  f -^  -f-  --- ) . 

Les  expressions  générales  de  Ç^  (t)  peuvent  d'ailleurs 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

n  pair  : 

EM=  r     ^"^      __sinT 

I         n — I       I  n  —  3       I  3.5...(/t — i)     i    ' 

cos°T      n — 2C0s"~*T      n — 4cos""*t  2.4. -.(/i  —  2)cos-t 

1.3... (/i—i)         .     /^^    ,    "^ 
_^ j^ i  Log  Ig  '  -7  H — 

2.4. ../i         '^  ^  v4       2, 

n  impair  : 

/  ^ Z*^    cfr     siuT 

I         /i — I       I  /i — 3      I  2.4... (/i  —  1)    I 

os"t      n — 2cos'^~^T      n — 4cos''~*t  i.3...(/i  —  2)cost 

On  peut  observer  que  la  fonction  §„  (t)  est  une  fonction 
impaire,  qui  change  de  signe,  mais  non  de  valeur  absolue 

3uand  on  change  t  en  —  t.  Cela  résulte  des  exprcvssions  ci- 
esaus;  car  (pour /i  impair;  §„  (t)  change  de  signe  comme  le 
sinus,  et  (pour  n  pair)  Çn(T)  change  de  signe  connue  le  simis 
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et  comme  Log  tgf  —  H — ^1  .  Ce  logarithme  est  évidemment 
égal  à  —  Log  tg  f ;-  1  puisque  la  somme  des  arcs  est  -;-  • 

Ainsi  donc,  dans  tous  les  cas  où  n  sera  entier,  on 
pourra,  en  portant  les  expressions  précédentes  de  Ç^  (t) 
dans  l'intégrale  de  Thodographe,  avoir  une  forme  expli- 
cite de  cette  équation  et,  abstraction  faite  des  difficultés 
ultérieures  du  calcul,  obtenir,  soit  v  en  fonction  de  t 
soit  T  en  fonction  de  t'. 

Si  on  veut  avoir,  non  plus  l'expression  en  termes 
explicites  de  la  vitesse  en  fonction  de  t,  mais  seulement 
la  valeur  numérique  de  v  on  pourra,  au  lieu  d'opérer, 
dans  chaque  cas  particulier,  le  calcul  de  l'intégrale, 
dresser  une  fois  pour  toutes  une  table  de  la  fonction  Çn(T) 
correspondant  à  chaque  valeur  de  n  (de  telles  tables 
existent  pour  des  valeurs  de  /i  jusqu'à  ai  =  6). 

i6o.   Développements    de    ÇnC^)    en   série.    — 

D'ailleurs  si  on  suppose  n  fractionnaire  ou  quelconque,  cas 
où  Tcxpression  en  termes  finis  de  l'intégrale  Çn^^*^)  n'est  pas 
connue,  ou  pourra  toujours  construire  des  tables  analogues, 
eu  prenant  par  exemple  pour  base  le  développement  de 
SnfT)  en  série. 

i^  Si  dans  l'intégrale  i  — j^^^^"  >  ^^  remplace  cos  x  par 
son  développement        J^    ^^^      ' 

COS  T  =  I 1 :t-7 i   ,    t  r  H 

il  \ient,  en  intégrant  chaque  terme  séparément, 


1 

1    I 


Çn'-;='^  +  -T'7('*+0^"*^ 


I 


I  n-\-  '1    1  i 


(/i+i)r> 


+4- 

J 
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(«+i)tV 


I         n-\-'i     i      ,    (n-^'x){n-\-'\)  (  \ 


-'2  1     (n+2)f/i+-^)/iy 

!      4  !  "^  3  !  V  '2  /  _ 


Exercices.  —  i® Vérifier  ciue  pour  n= —  i ,  on  a  Çn('^)^  '^ r 
|)our  n  =  —  -2,  on  a  le  développement  du  sinus  ;  pour  /i  =  i , 
le  développement  de  la  tangente 


.3  ._^^5  j  - 


b  ^   b  l'y 

2**  On  pourra  obtenir  une  autre  série  en  prenant  pour 
argument  au  lieu  de  t  la  tangente  Ig  t. 

On  acnelFet:     dz  =  — r-^-r      et      — —  =  i  +  tiç-  t. 

l+tg^X  COS-T  '        ^ 

Par  suite 

r^  formule  du  binôme  donnera  : 

.ÎLzi  n — I      ,         n — i     n — 3    {<X*'z 

(.+,g-).=,+_-tg-+-^.  ^^.^ 

n — I     n  —  3    n — >    Ig^x 

2         •  2         •  2         •      M     ^ 

La  valeur  de  Çn('=)  ^<?ra  donc  la  suivante  on  fonction  de  tgT  : 
^     ,  n — I   I        „         n — I     n  —  '\      i    tiç^T 

n — 1     n  —  3    n — >      i    tg'x 
H .  .  . ^-j — h  ••• 

2  2  2  7         '  • 

Celle  série  a  un  nombre  limité  de  termes  si  n  est  impair. 

Démontrer  l'identilé  de  cette  expression  de  Çn'')  ^^vcc 
Tcxprcssion  générale  donnée  au  n"  l 'nj  pour  n  impair  (ad- 
mettre que  le  théorème  est  vrai  pour  n  el  montrer  (ju'il  est 
encore  vrai  pour  in  -h  2j  ;  vérilier  directement  (pi'il  va 
identité  pour  n=  i  et  n  =  '\). 


i(ji.  Étude  de  l'hodographe.  —  On  peut,  dans  le 
cas  iiarliciilipr  afiliiel  où  on  suit  inl.égrev  l'hodographe, 
reli'Ouvei'  direcLeiuent  toutes  les  propriétés  de  celle 
courbe  établies  au  |  i  du  Chnpiire  jv. 

On  écrira  l'intégrale  de  l'hodographe  : 

-1^+Ç„(t;=Q     enposant     Q=_^-  +  Ç„(a). 

lll'„U"  ^  "f'n"." 

Q  est  ainsi,  pour  un  projectile  donné  {b„  connu],  une 
fonction  des  données  k  l'origine  V,  et  a. 

La  relation  qui,  dans  l'înlégi-ale,  relie  c,  t  et  Q  subsista 
en  chaipie  point  de  la  trajectoire,  de  sorte  qu'en  don- 
nant à  a  et  Vo  différentcB  valeurs  corrélatives,  on  pourra 
obtenir  diverses  expressions  ou  dérinilions  du  pai-a- 
mèlrc  Q. 

«]  Faisons  par  exemple  V„  ^  m  ;  le  premier  terme 
du  second  membre  s'nnnulo  et  en  désignant  par  ©  la 
valeur  que  prend  -c,  on  a  :  Q^Ç^  (9).  L'inclinaison 
déliuie  par  l'angle  0  correspond  k  l'asyniptolc  de  l'ho- 
dographe. 

h)  Faisons  encore  a  =  o  ;  on  est  au  sommet  de  la 
Irajecloirc  où  "  ^  V,  et  Q  satisfait  k  la  relation 


Q  = 


«t„vf 


c)  Cherchons  directement  la  vaicui"  de  o  au  point 
■z  =  • — -  —  .  En  ce  point  Çn(T)  devient  égal  à  —  oc  et 
tr"  i\  -f-  »  ;  l'expression  de  Q  se  pi-ésenic  sous  la  forme 


.  Kcrivons  identiquement. 


"Q. 
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La  vraie  valeur  de  l'expression  —  j  ^  ,  qui  se  pré- 

sente  sous  la  forme  —  ,  s'obtiendra  en  prenant  les  déri- 

*  n 

vées  des  deux  termes,  ce  qui  donnera i„  ,  "^  - —  c'esl- 

^  ncos  ^  'TsmT 

iWlire  —  I ,  pour  t  = 

On  a  donc ,  en  ce  poin  t  : 


n  cos"  T 


L-^n 


=  Q. 


Or  le  facteur — -  tend  vers  ce  pour  t  =  — — . 

/icos"t  •  9. 

Pour  que  le   produit  reste  égal  à  Q,  il    est  nécessaire 
que  le  second  facteur  s'annule. 

Au  point  ( —  )  ,  on  aura  donc  6„i>'°  =  ^,  ce  qui  est 

bien  la  relation  connue  c'b\i'')  =  y, 

162.  Théorème.  —  Sideiix  projectiles  ont  des  coeffi- 
cients baUstiqy,es  différents,  mais  même  valeur  de  Q,  leurs 
hodographes  sont  semblables. 

En  effet,  on  aura  pour  le  premier  projectile  6^,  au 
point  (f,  t)  : 


//t.a'°c()s' 


n' 


et  j)our  le  second  b[^,  au  point  (r^,  t^  : 

H 

II 

d'où  en  divisant  membre  à  nuMubre  :     />„  r"  =  b[^  r", 


n 


cVst-à-dirc 

OALisTiQii:.  14 


V,        y   h,,' 
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Ce  radical  est  ainsi  le  rapixirt  de  simi1ilud<-  des  Jput 
_  hodogra  plies 

D'après  cela,  les  deux  paramètres  deleroiiaanl  un 
hodographc  sont  {Q  ou  9)  et  {b„  ou  v',  vilesse  terminale.) 
La  connaissance  de  ces  deux  nombres  suffit  pour  cai-ac- 
lériser  complètement  la  courbe. 

L'hodographe  peut  s'écrire  en  fonction  des  deux  jjai 
mètres  Q  et 


-5.H 


i63.  Sxercices.  —  Tkmrèmes  à  d^monlrrr.  —  i"  S 

Erend  sur  la  branche  nscendanle  de  la  trajet'toii-e  et  sur  la 
rnnehe  dcscendnnte  tes  points  d'inclinaison  t  cl  —  t,  on  a 
entre  les  vitesses  hori/onlalcs  en  cps  points  et  la  vilesse  V^  nu 
sommet  la  relation 

du  point  -|-  0,  on  doit,  pour 

r  un  point  de  la  brandie  des- 

ili^   avant  niémc 


Après  le  point  —  i 
étendre  le  Inéoréme.  consiaerer  u 
cendante  et  un  point  de  la  lira 
inclinaison  —  t.  On  a  alors  ; 


(li^s'appliqueàlnbranchedesccndantc) 

(«_,  s'appliqueà  la  branche  isolée). 
Tin)  de  vilfsse  minimum  sont  donnés 


1  =  i"i^l- „,;„„«,•■, 

Les  Irajecloims  avec  sommet  exigeant  que  Q  soit  positif, 
trouver  la  limite  de  l'angle  ~m  où  pnut  se  produire  le  |>oint 
de  vitesse  minimum  pour  ces  trajectoires. 

On  il  pour  nn  lirborizontalavec  une  vitesse  infinie,  Q^o 
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On  trouve  les  valeurs  suivantes  : 

n    =     i  '1  3  4  5     ... 


'm 


900        56o3o       450        38r3o      34018... 


3<*  Le  point  (l'n,  '^j^  de  vitesse  verticale  minimum  sur  la 
branche  isolée  est  donné  par  la  formule  : 


Q=Çn('^)- 


n^' 


AlCOS 

4*  Quand,  pour  un  même  projectile  (6^  ou  v'  constant), 
Q  varie,  le  lieu  des  points  d'inflexion  de  l'hodographe  (c'est- 
à-dire  le  lieu  des  points  de  vitesse  minimum)  a  pour  équa- 
tion (-7  )    =  sin  T.       Pour  /i  =  1,  c'est  un  cercle. 

>°  Dans  les  mômes  conditions  (Q  variant)  le  lieu  des 
points  (l'n,  Tn)  où  la  tangente  à  l'hodographe  est  verticale  est 
la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe 
précédente. 

6**  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  des  inflexions 
a  pour  expression  Ig  1  =  /i  tg  t. 

7®  Quand  Q  varie,  la  tangente  au  point  d'inflexion  de 
rhodographe  envelop*pe  une  certaine  courbe.  Soit  M  le  point 
d'inflexion,  \  le  point  où  la  tangente  en  M  rencontre  la 

verticale  ('  = ;-  |  ;  soit  I  le  point  où  la  tangente  touche 

son    enveloppe.    Démontrer    iréométriquemcnt    qu'on     a 

NM  ~  n 
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164.  Expression  des  éléments  d'un  arc.  —  Nous 
avons  vil  que  le  problème  balistique,  (*n  théorie  réduit 
aux  quadratures lorscjuc  l'hodographe  était  intégré,  Tétait 


iU 
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cfTcclivomcnl  et  immécllalcment  si  on  pouvait  tirer  de 
l'intégrale  de  Thodographe  i'  sous  la  forme  v==TV'. 

Or,  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  actuel  où  F(i')  =  8^1'". 

Puisqu'on  a,  en  effet, 


on  en  tirera,  en  remplaçant  u  par  v  cos  t  : 


.  =  W[.)  = 


L   9    J 


cos 


Q  -  Ç«(') 


n 


En  portant  celte  valeur  de  ^'(t)  dans  les  équations  du 
n^  88,  il  viendra  le  système  suivant  : 


V 


Q  -  K-^) 


'.I  J 


1  f-  -1 

"  fj^  =  —      [Q  —  in(')]    " 

t'a 


1 

I 

n    ^ 

COS 

w 

1 

rfT 

^)] 

n 

COS- 

w 

-)!" 

2 

•> 

_ 

COS- 

w 

2 

d-: 

0] 

n 

'g- 

COS^T 

Au  moyen  des  quadratures  indiquées  dans  les  seconds 
membres,  il  serait  possible  de  calculer  une  trajectoire 
particulière  définie  par  les  éléments  initiaux  Vy,  a  et  c. 
Ces  éléments  sulTisent,  en  effet,  pour  déterminer  la 
constante  Q  et  le  calcul  des  intégrales  pourrait  alors 
s'effectuer  par  \me  des  méthodes  de  quadrature  que 
l'on  connaît. 

Mais  les  calculs  devraient  être  repris  dans  chaque  cas 
parlicidior,  de  sorte  qu'on  serait  loin,  si  la  théorie  se 
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bornait  à  ces  formules,  d'une  solution  vraiment  pra- 
tique du  problème.  Une  étude  plus  complète  du  sujet 
va  permettre  d'apercevoir  de  notables  siniplificalions  ; 
des  relations  très  simples  existent,  en  efi'et,  entre  les 
diverses  trajectoires  qui  jusqu'à  présent  paraissent  sans 
dépendances  mutuelles. 

i65.  Trajectoire  complète.  —  Les  deux  para- 
mètres Q  et  è„  élant  connus,  et  reliés  en  chaque  point 
de  la  trajectoire  par  l'équation  de  l'hodographe,  les 
différents  éléments  de  la  trajectoire  donnés  par  les  for- 
mules précédentes  ne  dépendent  plus  alors  des  données 
initiales  que  par  la  limite  arbitraire  a  de  l'inté^rrale  du 
deuxième  membre.  Ces  formules  sont  donc  propres  à 
représenter,  non  seulement  la  portion  restreinte  de  tra- 
jectoire située  au-dessus  de  l'horizontale  qui  j)asse  par 
la  bouche  de  la  pièce,  ayant  pour  données  à  l'origine 
Vg  et  a  et  limitée  au  point  de  chute,  niais  la  trajectoire 
complète  qui  s'étend  tant  au-dessns  qu'au-dessous  du 
plan  horizontal  d(^  la  l)ou(*lie. 

On  peut  supj)oser  le  calcul  de  cc^lte  trajectoire  effectué 
[Kir  des  moyens  quel("on([ues  d(î  ({uadrature  et  les 
nombres  qui  en  résultent  mis  sous  forme  d'une  table 
qui  aurait  le  double  litre  Q  =  ...  et  t^  =  ...,  valeurs 
des  deux  paramètres  caractérisant  la  trajectoire  particu- 
lière étudiée. 

On  prendrait,  par  exemple,  pour  ongine  h)  sommet 
où  on  a  : 


—  I 


r  =  \    ==--     — - —  I  " 

^      _  "/'„Q  J 

et  où  on  supposerait  x  ^^^  y  —^  t  =  o.  On  calculerait 

II. 
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ainsi  «Ifis  arcs  sur  In  branche  ascendante  par  des  foi^ 
mules  tollLii  que  la  suivante  pour  l'abscisse 


[^f.^-/[Q-.(.,]" 


'     d-: 

COs't 


et  les  arcs  cori-cspondant  à  la  valeur  —  t  sur  la  branche 
descendante  pnr  la  formule  : 


r['5-«')]"i^- 


On  pourrait  alors  calculorct  dresser  In  table  suivante  : 


-j" ■•;?.= 

-- 

^ 

r 

' 

' 

h" 

H" 

^. 

y.. 

1:; 

\-. 

In    orJou- 

Suimn.'l. 

a*rri..lanl,.. 

0 

^,' 

y. 

,; 

v. 

loinps  Bonl 
tomn|«    Û 
porlir     du 

a-_, 

y-i 

'-I 

"-I 

Hr«nd.o 

.smi.laiil.. 

• 

* 

—  TÎ" 

i-ji 

'■- 

'- 

.-.. 

Celle  Inblc  ])ernieltrnit  de  calculer  immédiatement 
telle  portion  qu'on  voudra  de  la  trajectoire  (Q,i„),  por- 
tion qne  di'liiiisscnt  li's  dcu\  valeurs  t  aux  cxtrémîlés  de 
l'air  ou  deux  vidourï^  de  x,  y,  I  ou  v.  Pour  avoir,  jKir 
(■\oinj>le,  les  ('lénienls  du  2>oint  de  diiitc  de  la  trajectoire 
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(Q,6n)  qui  a  un  «angle  de  projection  de  55**,  il  suffit  de 
chercher  ?»ur  la  branche  descendante  la  valeur  y_^,  qui 
est  égale  à  jj^pour  obtenir  dans  la  li^ne  horizontale  tous 
les  éléments  nécessaires  pour  calculer  le  point  de  chute. 
On  iiùra  : 

j66.  Les  deux  familles  de  trajectoires  d'Euler. 

— ^x  Les  éléments  à  l'origine  V^  et  a,  particuliers  à  une 
trajectoire,  ayant  été  éliminés  par  les  considérations  qui 
précèdent,  on  voit  que  toutes  les  trajectoires  possibles 
ne  dépendent  plus  que  de  deux  paramètres  Q  et  6„. 

On  peut  par  suite  distinguer  toutes  les  trajectoires  en 
deux  familles  dont  la  première  sera  définie  par  la  con- 
dition Q  ==  constante  et  la  seconde  par  la  ccmdition 
6^  r=:  constante. 

Dans  chacune  de  ces  familles  existe  encore  une  inti- 
nité'de  trajectoires,  mais  qui  ne  dépendent  plus  que  d'une 
seule  variable  />„  ou  Q,  suivant  que  l'on  considère  Tune* 
ou  l'autre  famille. 

167.  Similitude  des  trajectoires.  —  L'ensemble 
des  propriétés  coumiimes  à  toutes  les  trajectoires  de 
la  famille  Q  =  constante,  constitue  la  théorie  qu'on 
désigne  sous  le  nom  de  similitude  des  trajectoires  et  que 
résument  les  théorèmes  suivants  : 

i"  Thêorhme  I,  —  L^iccclcraliofi  loUdc  en  un  point 
d'um*  trajectoire  Q  =co/istante,  ne  dépend  (jue  de  l  incli- 
naison T  de  la  tanf/ente  </  la  trajectoire  en  ce  point. 

En  effet,  Tai^célération  totale  est  formée  par  la  com- 
IK>sition  de  l'accélérât  ion  langentielle  qui  dans  le  cas  pré- 
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sent  est  b^j,^^  et  de  ^la  pesanteur  g.   Or,  d'après  Féqua- 
tion  de  Fhodographe  : 

h  v^  = V 

„cos»t[Q-Ç„(t)]' 

si  Q  =  constante,  l'accélération  è^y"  ne  dépend  cpe 
de  r inclinaison  t. 

Sur  deux  trajectoires  Q  =^  constante,  au  point  tb 
même  inclinaison  t,  on  aura  doiic  les  deux  composantes 
bj^v^  et  (/  égales  et  parallèles.  11  en  sera  de  même  de  leur 
résultante.  c  q.  f.  L 

Deux  ])oints  de  même  inclinaison  t  sur  deux  trajeî^ 
toires  Q  =  constante  diflérentes  sont  dits  homoloyucj. 

2''  Théorhne  H.  —  Les  droites  qai  joignent  deiix  à 
deux  les  points  homologues  passent  par  le  même  point. 
Soient  A.\^  et  BB^  deux  systèmes  de  points  homo- 
logues infiniment  voisins  sur  deux  tra- 
jectoires' Q  =  constante.  Par  suite  de 
l'égalité  des  inclinaisons  t,  les  deux  seg- 
ments AB  et  A^Bj  sont  parallèles. 

Soient  r  le  rayon  de  courbure  de  la 
Flf,^  M).         trajectoire  AB  en  A,  et  r^  le  rayon  de 
courbure  de  la  trajectoire  A^B^  en  A^. 
On  a  par  définition  : 

VB  =  /v/t  et  A^B,  —  t/Zt. 


Mais,  d'après  la  relation  : 

/•  =  - 


d' 


g  cos  T 

on  aura  :  ,  ,. 

\B  r  0' 


\A  '-i  ^'1 
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ou  bien,  puisque  d\iprcs  le  théorème  précèdent 

i 

h  v"  =  h'  v^ 


AB 


l'  \ 


A.B, 


V. 


bl 


n 


n   — I 


2 
n 


Ainsi  les  deux  trajectoires  sont  composées  dV^lémenls 
iiB  et  AjB,  semblables  et  semblablement  placés.  Elles 
s  ^nt  homolhéliques  et  leur  rapport  de  similitude  est  : 


61 


n 


n 


2_ 
n 


Les  vitesses  en  deux  points  homologues  sont  clans 
un  rapport  constant,  égal  à  la  racine  carrée  du  rapport 
de  similitude. 

Deux  arcs  homologues  sont  parcourus  en  des  temps 
/  et  /^  tels  que  : 


s     i\ 

V     s. 


s 
s. 


î' 


v, 


3"  Démonstration  analytique,  —  Au  lieu  d'employer 
la  voie  géométrique  ci-dessus,  la  similitude  des  trajec- 
toires Q  =  constanle,  peut  s'établir  immédiatemeni  en 
considérant  les  lonnules  du  n°  164. 

Les  seconds  mend)res,  vn  elTel,  de  ces  écpialions 
seront  égaux  pour  deux  Irajecloires  :  1*^  si  Q  est  cons- 
tant ;  2^  si  les  limites  a  et  t  de  Tare  sont  les  mémos, 
c'est-à-dire  si  on  considère  deux,  arcs  homolo(jnes . 

En  égalant  alors  les  premiers  membres  d(»s  trajec- 
toires fc„  et  t^'i,  on  trouve  immédiatement  le  rapport  de 
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similitude 


iL 

L.^. 


2^ 
n 


pour  les  longueurs  x  et  y  et  le  rap- 


port 


K 


l_  "n 


_1_ 
n 


pour  les  vitesses  et  les  temps. 


4"  Théorème  III  (Réciproque),  —  Supposons  deux 
trajecloires  semblables  et  considérons  deux  petits  arcs 
homologues  inclinés  de  t  sur  Thorizontale.  Soit  K  le 
rapport  donné  de  similitude  des  deux  trajectoires. 

Les  deux  valeurs  des  rayons  de  courbure  en  t 

r  = et  r^  = — 


fj  cos  T  g  cos  T 


0 

/  V 

donneront  :  —  =K  =  -^. 


Si  on  prend  alors  les  deux  équations  de  Thodographe 


sous  leur  forme  générale  : 


d(vcoAz)  .  r/,r   cost)  _,.    . 

(/  -^ — -, — -  =  cv  d)        et        (I     ^  ^   j — ^  =  c,F(v,) 


la   relation —  =  y/K    qui    rend    égaux    les    premiers 
niemJ)rcs  exige  que  cViv)  =  c^V(i\). 

5"  Ceci  posé,  on  peut  démontrer  le  théorème  suivant  : 
La  siniillludc  de  deux  trajecloires  nJest  possible  que 
dans  le  cas  ou  on  admet  que  la  résistance  de  l'air  est  pro- 
portionnelle à  une  puissance  de  la  vitesse. 

De  la  relation  v  =  ^'iV  Iv,  on  tire  en  différentiant 
logarilhmiquement 

dv         dv. 


0  r, 


///, 


m  étant  une  constantci. 
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De  la  relation  c¥(v)  =  c^¥(v^)  on  déduit,  en  opérant 
de  même 

On  pourra  donc  écrire  : 

rfF  , /  m'  \       m'    dv 

F  \in  )  m     V 

,^  m'  .     , 

Posant  :  —  =  /z  et  mleirrant,  on  aura  : 
m 

Log  F  =  /î  Log  V  +  Log  B„, 

Bn  étant  une  constante  ;  on  en  déduit  : 

F(i>)  =  B„i'»  c.  q.  f.  d. 

i68.  Conséquences  de  la  théorie  de  la  simili- 
tude. —  Toutes  les  trajectoires  de  la  famille  Q  =  cons- 
tante étant  semblables,  ia  table  définie  au  n**  i65  et  qui 
donne  une  trajectoire  calculée  avec  des  valeurs  particu- 
lières j)our  Q  et  6„  permet  d'obtenir  une  trajectoire  quel- 
conque définie  par  la  même  valeur  de  Q,  et  par  telle 
autre  valeur  qu'on  voudra  pour  6^.  11  suffira,  en  effet, 
d'amplifier  les  éléments  de  celle  qui  a  été  calculée  en 
suivant  les  régies  de  similitude   démontrées  ci-dessus. 

Ainsi  donc,  le  problème  général  (fui,  à  Torigine*,  sem- 
blait dépendre  de  trois  paramètres  N  „,  a  et  />„  a  élé  ramené 
tout  d'abord  à  ne  dépendre  (pie  de  deux,  Q  el  />„  et  (»niin 
par  la  théorie  de  la  similitude,  (jue  d'un  seid  Q.  Le 
calcul  des  tables  numéri(]ues  se  réduira  donc,  en  der- 
nière analyse,  à  celui  d'un  certain  nombre  de  trajcu-loires 
distinguées  par  les  \aleurs  atlribucVs  au  j)aramèlre  Q  (M 
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jinur  le  «ilciil  (le  loiites  ces  Irajecloires,  on  atluplora 
une  seule  et  même  valeur  pour  6„,  valeur  r|ij'on  peut 
d'ailleurs  choisir  arbitraire  ment. 

On  voit  que  la  quantité  Q  clélinît  la  forme  de  la^ra- 
jectoire.  On  peut  la  nommer  puramHre  déforme,     '\ 

La  variable  &„,  véritable  paramtlre  de  (frandeur,  eI^ 
définit  les  dimensions. 

Quant  aux  données  initiales  V^,  «  et  finales  t,  ou  j;, 
/,  y,  elles  ne  sont  que  tlos  constanlps  qui  délïmilent 
(tans  la  trajectoire  indéfinie  de  forme  Qet  de  <)randear 
fc„  la  portion  utile  que  l'on  a  ù  conaidérer. 

On  a  vu,  au  n"  t6i,  que  le  paramhlre  de  forme  Q 
pouvait  recevoir  diverses  déOnitions  rt^sultant  de  l'appli- 
cation de  l'équation  de  l'hodofî'raphe  i\  dillérents  pointa 
de  celte  courbe. 

a)  C'est  ainsi  qu'on  a  d'abord  la  définition  générale 


=  î.(«: 


.'/ 


I  loiLl  pnint  de  rhodofriapiie. 


b]  Au  s 


Q  = 


int  tï  de  \ 


iriGidi.^ 


dniuo  Q  =  5.;e). 

il''  Au  poin.t  de  viLcssc  mininiuin 

Etc. 

169.   Xombres  Inscrits    dans    les  tables.   — 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  les  tables  définies  au 
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n^  i65  ne  porteront  plus  que  Ten-tete  Q,  ou  un  en-letc 
équivalent  tel  que  y,  B,  t^,... 

Le  choix  le  plus  simple  qui  pourra  être  fait  de  6^  pour 
calculer  toutes  ces  tables  sera  celui  qui  rend  les  nombres 
in'  ^rits  dans  les  tables  indépendants  des  unités  de  me- 
sure. Si  on  remarque  que  les  deuxièmes  membres  des 
équations  du  n*^  164  sont  des  quantités  purement  numé- 
riques, on  obtiendra  immédiatement  le  résultat  cherché 
en  inscrivant  ces  nombres  abstraits  dans  les  tables  dont 
les  colonnes  porteront  alors  comme  en-téte  les  quantités 
cpii  figurent  dans  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions. 

Les  .tables  prendront  alors  la  disposition  suivante  : 


Q  —               ou     V               ou     0 

/i6„ 

l  il  J 

2 

^  gx 

L  ^  J 

9 

'"  iiy 

nb„  ~ 

l  il  J 

1 

n  gl 

il 

La  disposition  du  reste  de  la  table  est  analogue  à 
celle  du  n^  i65. 

L'usage  de  ces  tables  sera  le  suivant  : 

Ayant  déterminé  le  pnra/nNre  de  forme  Q  ])ar  la 
relation  connue  en  fonction  des  données  initiales.  Y,,, 
6n  et  a  (168  ,  prendre  la  table  ayant  pour  en-tèle  celte 
valeur  de  Q.  Former  à  partir  de  Tangle  de  projection  a 
la  trajectoire  même  (jue  donne  la  table,  comme  il  a  été 
dit  au  n**  iG5,  puis  diviser  respectivement  chaque  élé- 
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ment  par  les  lacteurs  qui  niulliplient  x,  y,  t  ou  i'  clans 
les  en-lcles  des  colonnes.  On  aura  ainsi,  en  grandeur, 
la  Irajectoirc  cherchée. 

Tels  sont  les  principes  généraux  qui  ont  présidé. à  la 
confection  des  diflérenles  tables  qui  ont  été  calculées. 
En  parlant,  au  paragraphe  suivant,  de  ces  tables,  nous 
dirons  les  quelques  dilTérences  que  chaque  auteur  a 
inlro(hiiles  dans  leurs  dispositions  et  nous  signalerons 
les  Narianles  de  ces  labiés. 

170.  La  branche  ascendante  des  trajectoires 
d'Euler.  —  La  forme  des  trajectoires  d'Eulcr  [cFV^ 
:=:  />n''"j  ^^^  ^'^^'l^^  ^^lî  ^  ^^^^  éludiéc  au  Chapitre  \. 
Il  existe,  pour  chaque  valeur  de  Q  ou  0  une  trajectoire 
aNcc  sommet  (()  ou  (-)  ])osilif}  et  une  trajectoire  sans 
sonunet  Q  ou  H  négatif^  qui  se  complètent  mutuelle- 
ment. 

La  vitesse  lenninale  v'  est  la  même  pour  ces  deux  tra- 
jectoires et  telle  que  b.^v"'  -=fj. 

Il  c\isl(^  ])()ur  chacune  une  asymptote  verticale  à 
distance  \\n\i\ 

Sui\ant  la  valeur  de  Texposant  /i,  Tevlrémité  ( —  Ci  et 
il"'  de  la  braiichci  asc(Mîdante  aura  des  ])ropriétés  dif- 
férentes. On  a  donné  (l'-^ti)  l'expression,  dans  le  cas  de 
cVv,  =  hj^^\  dc<,  (pialre  fonctions  dont  dépendent  les 
propriétés  des  points  11  et  1}'. 

On  a  : 


i  .  _  '  !/ 
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Il  faudra  faire  t)  =  oo  clans  ces  expressions.  Pour  lès 
valeurs  de  /i  >  o  (résistance  croissant  avec  la  vitesse), 
on  trouve  alors  : 

//        <  I     =1     <'2     =  2     >  2 


Les  poinis  12  et  il'  sont  à            ;  i 

distance ccoc  oo       co  Unie 

Le  temps  T  est oo       oc  fini  fini  (ini 

L'asymptote  est  à  dislance,  oc       oc  iinie  finie  finie 


§  i.  —  Les  t\hm:s  d'Otto     kksistvnce  or adivvtioie 

171.  Cas  de  n  =  2.  —  Le  cas  d'une  résislance 
quadratique  est,  au  [)()int  de  vue  prali([ue,  le  plus  im- 
portant de  ceu\  compris  (hms  la  théorie  d'Kuhir.  C  (»st 
d'ailleurs  pour  ce  ])rol)lème  j)arliculier,  sur  l(*(|uel  se 
sont  portés  ensuite  l(»s  ellorls  tie  n()nd)reuv  <j:éomèlres, 
qu'Euler  déveloj)pa  sa  Ihéorie  ;  il  calcula  lui-même,  à 
titre  dVxemple  numéricpie,  une  des  Irajecloires  de  la 
famille  Q  ^=  const. 

La  mémcî  méthode  fut  appli(|uée  à  la  consiruclion  d(» 
tables  sullisannnent  étendues,  en  1704,  par  (Jranvenilz. 
Plus  tard,  en  i8.|0,  h-  («''  Otio  n^prit  la  même  (|U(»s- 
tion. 

Les  tables  de  Ciraîwenilz  alleclenl  e\aclement  la  dis- 
position indi(|ué(î  au  n"  iC);").  Le  paramèln^  de  forme 
choisi,  est,  à  Texemph»  d'IùdiM-,  rin(*linaison  limite  H 
de  la  branche  ascendante. 

Les  tables  d'Otto  pn'senlent  une  disposition  dilTé- 
rente,  quoi(pi(î  le  point  de  départ  en  ait  été  le  calcul  de 


tables  absolument  analogues  à  celles  de  GncwcriiU  et 
avec  le  miînie  argumenl  B.  Sous  la  forme  que  leur  a 
donnûc  1p  G''  Otto,  elles  sont  d'un  usage  très  pralîque 
et  ce  sont  celles-là  même,  après  quelques  modirica- 
lions  de  détail,  qu'on  peut  encore  employer  actuelle- 
ment Tiour  l'i^tablissement  des  tables  du  tir  des  mortiers. 


172.  Intégrale  de  l'arc  s  dans  le  cas  de  n  =  2. 

—  Le  calcul  des  intégrales  du  n"  164  qui,  dans  le  cas 
géni^rol,  ne  peut  se  faire  que  par  des  méthodes  générales 
de  quadrature,  peut,  dans  le  cas  d'une  résistance  qua- 
dratique, s'efTec  tuer  par  un  procédé  d'opproximalion  spé- 
ciale et  rapide,  cpii  tient  à  ce  qu'une  intégrale,  reliée 
facilement  à  celles  du  n"  164,  peut  s'intégrer  immédia- 
tement.' Cette  intégrale  est  celle  qui  donne  l'arc  s  de 
trajectoire.  i       , 

On  a  en  effet  ds  =  vdl  = — ~  d'où,  dans 

,  ,    ,     ,  Il     cosT 

le  cas  général,  ■' 


['j-]^^'—J^'>-^-'-^'i 


-i  ik 


-/ 


•HJ-)  ' 


Q-5,w; 


Q-5.W 


■  Q-S.H 
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Remplaçant  Q  par  sa  valeur  Q  =  Ç^(a)  -\ j^-j- ,  il 

viendra  :  -  '^ 


s  =  —T-  Log 


^  +  -^<Ç,W-5.W)' 


9 

L'arc  s  est  donc  connu. 


173.  Calcul  des  éléments  d'un  arc.  —  Pour 
calculer  une  trajectoire  Q,  Euler  et  après  lui  Ollo,  font 
le  calcul  par  arcs  successifs  (qu41s  choisissent  de  faible 
amplitude)  en  prenant  comme  point  de  départ  Tinté- 
grale  précédente  qui  donne  s.  Les  formules  qu'ils  em- 
ploient sont  les  suivantes  : 

Soit  un  arc  dont  on  connaît  les  tangentes  exlrrnies  t^ 
et  T  et  la  vitesse  v^  à  l'origine.  Les  inconnues  sont,  au 
point  T,  les  quantités  i\  x^  y  et  /. 

a)  Calcul  de  v,  —  La  vitesse  v  sera  donnée  immédia- 
tement par  l'intégrale  de  l'hodograplie 

SI  9 u'^  (^\ tt  f^\ 

/'-COS-T  26^1'oCOS-To  ^^    °^  " 

L'intégrale  Ç_,(t^j)  —  '%>{'^)  ^st  prise  par  une  simple 
différence  dans  la  table  de  la  fonclion  Ç^W-  '♦^^il  ^'^^ 
alors  connu  dans  le  second  membre  ;  v  est  doni*  inhuiu. 

b)  Calcul  (le  s,  —  La  formule  du  n*"  i  j2 

^  =  -^  Log     '  +  -y-  '^0  cos'^  T,  (Ç,  \] Ç,  y  )  ■ 


_  j 


peut  encore  s'écrire  : 


I        ,  v,  COS^  T, 

.S-  =  —j—  Log  — ^^ 

26.,  ''     v  COS-  T 
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Dans  le  second  membre  tout  est  connu  :  Tare  s  est 
donc  connu. 

c)  Calcul  de  x  et  y:  —  Procédant  alors  par  approxi- 
mation dans  l'hypothèse  d'une  amplitude  (t^  —  t)  petite, 
Eulcr  et  OUo  posenl  : 


X 


s  cos 


5  sm 


5t 


On  rom])lace  donc  Tare  s  par  une  droite  de  même 

T    —1—  T 

longueur  inclinée  de  l'angle  moyen  — ~  . 

d)  Calcul  de  I.  —  Admettant  que  Tare  s  est  parcouru 
avec  une  vitesse  moyenne  — ,  on  écrira 


/ 


2,Ç 


V, 


V 


174.  Tables  de  première  espèce.  —  Otto  calcule 
la  trajectoire  par  arcs  successifs  de  i**,  en  partant  du 
sommet  sur  la  branche  ascendante  et  sur  la  branche 
descendante. 

Chacune  des  trajectoires,  calculée  et  définie  par  une 
certaine  valeur  du  paramètre  de  forme  0,  est  disposée 
comme  la  table  du  n°  i65,  mais  les  en-têtes  deviennent 
en  faisant  n  --=^  'j. 


(-)    :. 

kr 

'jJ)/r: 

•>.l).y 

/  \/-xb,(j 

9 
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173.  Première  tranaformation.  —  Mais  dans  lii 
pratique,  on  a  besoin  le  plus  souvent,  non  de  la  Irajcc- 
toire  létale  du  projectile  que  tlonnonl  les  tables  de  pre- 
miùre  espèce,  mais  des  élcmenls  du  point  de  chulc  on 
fonction  dos  donn<5es  inîlialcs  V„,  a  et  li^.  Le  problème 
résolu  et  résumd  numériqueiiimt  par  les  tables  précé- 
dentes était  beaucoup  |)lus  gcnéml  que  le  i)roblÈme  res- 
treint ainsi  posé.  Mais  iuversemeni ,  cette  solution  gi-- 
néi-alc  étant  acquise,  il  est  facile  d'eu  déduire  les  élé- 
mcnls  dont  on  a  liosoin  dans  les  cas  ordinaires  et  d'en 
former  un  ensemble  tout  à  fait  pratique. 

Chacune  des  m  tables  de  jn-euiière  espèce,  correspon- 
dant à  m  valeurs  de  8  rcnferinora,  en  reftai-d  de  l'arfru- 
ment  T,  les  valeurs  des  quatre  éiéineiits  jc,  y,  /  et  i\  Houi- 
pla(;ons  tout  d'abord  ces  ;»  tables  par  qnatii- labiés  pari  icu- 
lières  à  double  entrée  ne  donnant  cbacmie  qu'un  des  élé- 
ments X,  y,  I  ou  ('  et  se  présentant  sous  forme  de  lable  de 
Pytbagore  avec  den\  arfîumenls  H  et  ■;  ainsi  qu'il  snit 


»/,,,.■ 

^K  '* 

74 

1      0    —  I 

—  80 

—  81 

85 

DO 

iS 

" 

Mais  au  lieu  de  mettre  dans  celte  table  les  valeurs  de 
atjj;,  qui  représentent  les  abscisses  depuis  x  ^  ^5°  pnr 
exemple  jusqu'à  -:  =  o,  on  peut  metti-e  a/i.X,  X  étant 
la  portée  depuis  l'origine  jusqu'au  point  de  cinite,  A  cet 
effet,  on  déterminera  le  point  de  chute  dans  la  table  ab^y 
en  cberchant  l'angle  négatif  fournissant  la  même  ordon- 
née y  que  celle  inscrile  dans  la  colonne  ja",  et  pour  la 
valeur  8  choisie. 

La  table  ai^X  s'arrêtera  donc  au  sommet  t  =^:  o  et 
aura  deux  arguments  a  et  ©. 

On  dressera  des  tables  analogues  pour  les  autres  élc- 
nienls  du  point  de  chute  qui,  avec  les  mêmes  argu- 


ments a  et  H  doi 


;'f  l/iS 


--\/^- 


On  pourra,  de  la  même  manière,  établir,  ai  on  veut, 
des  tables  du  même  genre  pour  les  cli^ments  du  som- 
met qui  donneront  

176.  Deuxième  transformation,  —  Maisl'argu- 

nient  qui  se  présente  nalurellement  dans  les  appUca- 
liuns  |iraliques  el  en  particulier  dans  le  problème  du 
l'alcul  numéri(juc  d'une  table  de  tir  est  l'angle  de  pro- 
jeclinn  a  et  il  est  utile  d'avoir  à  la  fois  fous  les  éléments 
qiû  correspondent  à  cet  angle,  au  lieu  de  les  trouver 
répartis  en  un  grand  nombre  de  tables. 

On  obtiendra  ce  résullat  en  réunissant,  dans  nn  labloaa 
porlant  comme  titre  une  valeur  de  tt,  chacune  des  co- 
lonnes des  tables  précédenles  qui  portent  l'en-têle  a. 

Celle  nouvelle  table  aura,  comme  la  précédente,  6 
pour  argument,  et  elle  comprendra  autant  de  cotonnea-. 


LA    THEORIE    D  ELLER 


•161 


qu'il  y  a  d'éléments  de  la  trajectoire  dont  on  voul  con- 
naître la  valeur. 

La  disposition  de  cette  table  sera  la  suivante  : 


a 

H 

2b^\ 

2feJs 

T  v/26,^ 

(0 

^  .7 

177.  Disposition  des  tables  d'Otto  primitives. 

—  Telle  était,  à  l'exception  de  la  dernière  colonne,  la 
disposition  donnée  par  Otto  aux  tables  qn'il  a  ))ubHées 
(1840). 

Mais  une  difïiculté  se  présentait  dans  l'application  : 
à  l'époque  où  le  G"^  Otto  calculait  ses  tables  balis- 
tiques, on  ne  savait  pas  déterminer  couramment  la 
vitesse  initiale  des  projectiles.  Celte  vitesse,  qui  main- 
tenant sert  de  point  de  départ  aux  calculs  balisli(jues  et 
est  un  élément  que  Ton  connaît  avec  une  approximation 
comparable  a  celle  de  la  portée,  ne  pouvail  donc  élre 
employée  dans  les  calculs  a  priori^  et  devait  être  con- 
sidérée comme  une  inconnue  du  problème.  11  était  |)ar 
suite  impossible  de  calculer,  par  exemple,  la  valeur  de  B 
(qui  dépjpnd  de  V^  et  de  ft^),  c'esl-tWlire  de  reconnaîlre 
h  quelle  trajectoire  on  avait  afTaire,  car  h,  élail  aussi 
inconnu  a  priori. 

Il  fallait,  par  suite,  deux  doimées  expérinuMilales 
pour  calculer  les  valeurs  de  h,  et  de  H  d'une  Irajecloire 
déterminée.  La  seconde  donnée  ex  péri men  la  le  à  ad- 
joindre à  la  portée  X  esl  la  durée  du  trajet  T  et  Otto  a 


i:>. 
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ajoute  à  SOS  tables  une  colonne  supplémentaire  don- 

nant    le    rapport  —^ —  "         =     ^         qui    est    inde- 

T\/'2bjj  T\/(j 

pendant  de    h.^ . 

Par  une  seule  exj)érience  faisant  connaître  X  et  T, 
cVst-à-dire  le  raj)port  précédent,  on  pouvait  donc  dé- 
terminer 6^  par  la  deuxième  colonne  2b Jî.  et  6  par  la 
première.  V^^  se  déterminait  alors  par  Téquation  de  l'ho- 
dogra|)he. 

178.  Modifications  de  Siacci.  —  A  l'heure  ac- 
tuelle V^  et  b.,  sont  connus  ex])érimentalement  avec  pré- 
cision et  sont  devenus  les  véritables  données  pour  l'éta- 
blissement des  tables  de  tir.  Mais  le  calcul  de  O  par 
l'équation  de  riiodogra])lie 


2ft^,V5cos^a 

exige  l'emploi  de  tables  auxiliaires  de  la  fonction  Ç^W* 
Pour  éviter  cette  sujétion,  on  change  Targument  des 
tables  d'Otto,  en  remarquant  que  pour  une  table  déter- 
minée, d'en-léte  a,  la  valeur  de  '%.2{^)  ^^  dépend  que 

du  paramètre     ~    ^  .   C'est  ce  paramètre  qui  rempla- 

cera  B.  D'autre  part,  on  peut  changer  l'ordre  des  co- 
lonnes et  prendre  pour  première  at^X,  qui  variera  alors 
en  ])rogression  arithmétique. 

Enfin,  on  peut  généraliser  rem])loi  des  rapports  des 
quantités  entre  elles,  de  manière  h  éliminer  t.,  de  toutes 
les  colonnes  moins  deux. 

Siacci,    qui  a   ado])té  ces  modifications  et  dont  les 
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tables^  sont  très  employées,  les  met  donc  sous  la  forme  : 


Cf. 

26,X 

6J? 

.7 

'0 

2.9X 

LO 

X 

1 

La  colonne  — ^  ioue  le  même  rôle  que  celle  — t=^ 

d'Otto.  Elle  permet,  d'après  Tobservation  de  la  portée 
seule,  de  déterminer  le  coefficient  fc^,  connaissant,  |)ar 
hypothèse,  la  vitesse  initiale  Y^. 

1 79.  Sur  le  calcul  des  éléments  x,  y,  t  de  l'are  s. 

—  On  a  vu  que,  pour  déduire  les  éléments  x,  j,  /  de  l'extré- 
mité T  do  Tare  s,  dont  la  longueur  est  connue  exactement 
(172),  Euler  et  Otto  employaient  une  méthode  d'approxi- 
mation très  simple  posant 


X 


s  cos 


""D      I      "^ 


S  sin 


'^0  +  '^ 


'IS 


'1 


•1 


Vq  +  V 


Mais  le  degré  tlexactilude  d'un  tel  procédé  est  inconnu 
el  variable  avec  les  conditions  de  la  trajectoire  étudiée  ;  pour 
remplover  avec  sûreté,  on  est  donc  obligé  de  réduire^  à  l'ex- 
trême l'amplitude  (t,,  —  -:)  de  l'arc  considéré.  Aussi  les  balis- 
ticiens  ont-ils  souvent  pro|)osé  de  substituer  à  res  fonnules 
simples  cpielques  autres  plus  précises. 

*  Le»  tables  publiées  par  Siacci  pour  luio  résislanco  (puulraliipio  soul, 
pour  une  partie,  déduites  des  tai)les  d'Ollo.  Leur  proloujjeuient,  pour  les 
fortes  valeurs  de  a^oX,  a  été  calculé  par  Siacci  dans  rhvpolhèse  du  tir  Je 
plein  fouet.  Cette  seconde  partie  ne  présente  donc  pas  le  môme  caractère 
do  généralité  que  la  première,  à  l'emploi  de  latpielle  il  faut  se  borner 
pour  l'établissement  des  tables  de  tir  des  niortiers. 


\ 


a)  Leqendre  substiLut  à  In  tiiijecloîrc  son  cercle  os 

c'eal-à-dire  une  circonl'éronce  avant  mômes  lnn(;r 
cxtrûmitfa  -.^  cl  -  de  l'nri^.  Il  âiihlil  alors  l'acili' 
ibrmiiles 


.    ('•- 


h)  Ui.lu., 

,.  .d.|„-.. 

■  |jn(i[-  iWaluei' 

l'ubnlr  J.    ! 

doniK'.     .  ■ 
dans  le  ■■.'\-\ 

...     :i  ..     ,  [ 

.=, 

■5.N- 

'^r     ^ 

Dans  le  cas  d'un 
H  leurs  deux  pron- 
Legcndi-e. 

iicrs  termes,  i 

irc.  D'uprès  les  formules 
■  de  Tare  s  de  trajectoire 
i-  X  et  de  /,  on  trouve 

_      I^T,  +  tsT 


■  80.  Formules  exactes  pour  le  calcul  des  élé- 
ments X,  y,  t  de  Tare  8.  —  Les  Irois  l'omiulcs  donrit-es 
ci-dcssiis,  —  Eidi-i-,  Lcsendre  i-L  Didimi  —  prfennlcnt  toutes 
do  Idu'i!  nppel  iiiii(|uement  ù 


?"■"" 


.  i\o.  sorte  (lu'rllcai'estrnt  les 


.(■ment  si  In  n-slsl./u.ce  de  l'ai 
riijeetnii'e  atmospliériqiie  sera 
mis  sou  approximation  cesse 


111  pourra  s'uppliqiuT  I6gîli- 
eat  trt's  petite,  pHi'cr  tiue  lo 
rËs  voisine  de  colle  du  vide; 
a  d'f'trc  légitime  ai  In  réaia- 
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tance  de  l'air  devient  considérable,  écartant  beaucoup  la 
trajectoire  réelle  de  la  parabole  de  la  vitesse. 

Les  formules  exactes  s'établiront,  dans  l'hypothèse  oii 
(•Zq  - —  •:)  est  petit,  par  le  développement  en  série  de  Mac- 
Laurin  des  éléments  de  la  trajectoire  relativement  à  l'arc  s 
(139).  L'emploi  de  ces  séries  sera  tout  à  fait  légitime  et 
leur  convergence  rapide  dans  le  cas  actuel  où  (tq  —  t)  est 
supposé  un  petit  arc. 

Dans  le  cas  général  d'une  résistance  cF  quelconque  on 
aura  les  dérivées  successives  suivantes  : 


dx 

-J-        cos  ': 
ds 

-7-7 —  -^sin  -:  cos^ 
ds'        u- 

^ 

d'x 
ds^ 

^  cos*  -z 
4  sin-  X  +  -2 

cF  .             1 
—  sm  T  —  1 

il                  J 

On  a  en  outre  : 

dt 
ds 

COST 

ilH 

u     ' 

ds^  ~  'J 

ds 

ds' 

d'W  iq- 

TT  = ^  cos«  z 

ds^  Il  * 


sm  T 


==  —  —,  COS^  T 
II' 


'2  sm  z-A 

L  0.1 


cos'^  z 


iv 


V 


9 


sm  z 


On  aura  ainsi  les  formules  : 


,     ^^     9    ' 

X^=S  cos  Zq  -\ -rn  SÏIl  "^0  cos  Tj) 

l.*2    V- 


S^      g' 

"^1.2.3  y! ''''''« 


cFo   . 


sin-  Tj)  -|-  2  —  sin  Tj  —  1 


9 


«'"    9 
y  z=  s  sin  To v^  cos-  zq 


s  S'     g 


No 


1.2 


.s'-^      (f- 

i.2.ni^^'^'- 

\  sin  ':j+  2 


c 


_F«- 
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Si  on  l'ait  cFo  =  o,  on  obtient  les  développements  dans 

le  vide  de  — ,  —  et  — .  On  écrira  donc 
s      s         s 

tg  Tq  —  ig-z        ^  sinTpCOSTp 

s   tg-To  — tg-x         s^  cos-To      ,,    • 


6' 
'  0 


s     q     /.  cFo\ 


Les  deux  premières  formules  introduisent  les  fonctions 
de  Didion,  mais  avec  l'adjonction  d'un  terme  correctif  tenant 
comj)te  de  la  valeur  de, la  résistance  de  l'air. 

i  4-   —   Tables  de   Bashfortu   (résistance   cubique) 
ET  j)E  Zabol'ski  (résistance  biquadratique) 

1 8 1 .  Tables  de  Bashforth  (résistance  cubiciue). 

—  Les  tables  de  Bashforth  qui  supposent  une  résis- 
tance cubique  F(/;)  ==  B.^v^  sont  établies,  à  peu  de  chose 
près,  comme  les  tables  que  nous  avons  dénommées 
((  tables  de  première  espèce  »  (169-174)» 

I**  Comme  paramètre  déforme^  Bashforth  a  choisi 
celui  qui  dépend  du  sommet  de  la  trajectoire.  On  a  (168)  : 

Q=       '  ' 


nb„\^ 


Basforth  pose  : 


n  '  s 


b  V^ 

il 


On  a  donc  : 


I 


"'    ~~  -ô-  Y  ot  y^  est  le  paramètre  de  forme  de  Bashforth. 
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Étant  données  les  conditions  initiales  du  tir,  a,  V^,  b^, 
on  obtiendra  y^  c'est-à-dire  on  saura  quelle  table  il  y 
a  lieu  d'employer,  en  utilisant  Téqualion  de  Fhodo- 
graplie  qui,  dans  ce  cas,  s'écrira  : 


Ti 


=  3Ç3(a)  + 


!/ 


h^Y'i  cos'*  a 


ou  bien,  en  vertu  de  l'expression  établie  au  n'^  i5g  pour 
la  fonction  'è^{':)  : 


Ti 


6„Vo  cos^a 


+  3  t«ra  +  t":"'^  a. 


2?  Comme  paramèfrc  de  c/randeur^  au  lieu  de  la 
quantité  b.^  analogue  à  b.^  des  tables  d'Otto,  Bashforth  a 
choisi  la  vitesse  au  sommet  V^  de  la  manière  suivante. 

Dans  le  cas  de  /i  =  3,  les  en-teles  des  tables  de  pre- 
mière espèce  (i6o}  peuvent  s'écrire  : 


■'[f]  "^ 


9 


36, 


3 


j;    'j 


r  36, 1 

3 

[Kl 

1 
T 


/> 


.       b  y 

qui  deviennent,  en  utilisant  la  relation  — ^  =  -^ 


y 


'  s 


„2ïA\.   ,1M\.   J^yA\.  Il' 

's  's  's  ''s 


V 


Mais  comme,  dans  chaque  table,  y^  est  un  nombre 
constant,  Bashforlh  a  multiplié  les  nombres  des  colonnes 
correspondantes  par  les  facteurs  constants  des  numéra- 
teurs, dé  sorte  que  les  en-tètes  se  trouvent  réduits  à  : 

qx  7  y  (it  r 

V    '  Y 


^1   1 


L'emploi  de  CCS  labiés  sera  IcnièmeqiiecpluiLlos  tables- 
d'Otlo,  tel  qu'il  est  indiqué  au  n"  17^. 

3°  Le  calcul  numérique  de  ces  tables  n'offrait  pas 
Bashfurlh  la  mfinic  simplicité  que  le  calcul  des  tables 
d'Otto,  car,  dans  l'hypotlièse  d'une  résistance  cubique^ 
aucune  des  équations  du  mouvement  n'i-st  intégrable, 
d'une  manière  simple  tout  au  moins,  comme  celle  qu 
donne  l'arc  s  dans  le  cas  de  re  =  2  Si  le  calcul  de  c 
labiés  devait  êti'e  refait  actuellement,  on  pourrait  sauf 
dciule  utiliser  la  solution  de  Greenhill  par  les  fonctto 
elliptiques  (Ciiap.  vni)  pour  abréger  les  calculs  numé 
riques.  BashI'orlh  a  fait  les  calcids  directement  en  év» 
luant  chacune  des  intégrales,  sur  un  petit  arc,  par  len 
méthodes  ordinaires  d'intégration  approchée'. 

iSa.  Tables  de  Zabouski  (résistance  biquadra- 
tique)*-  —  Ces  tables  sont  analogues  comme  disposl 
tions  générales  aux  fables  d'Otto  modiliécs  par  Sîaccî 
elles  se  rapportent  au  cas  d'une  résistance  biquadratiqui 
F(..)=B..\ 

Elles  sont  déduites  de  <i  tables  de  première  espèce  j 
calculées  par  un  procéilé  d'approximation  spécial  i 
intégrales  du  mouvement  (2 . 

J_ 


Posant  : 


K  =  4t, 


M.  Zabouski  donne  comme  cn-tètes  des  tables  de  pro 
miére  espèce  : 


22L- 


i^' 
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OU  par  la  multiplication  des  facteurs  numériques  cons- 
tants : 

9^.  9L.  9i,    .        JL 


La  table  définitive  porte  alors  les  en-têtes  suivantes 
correspondant  à  une  valeur  a  de  l'angle  de  projection. 


a 

Vo 
K 

9^ 

'A 

(0 

9Y, 

r/T 

"K 

l'm 
Vo 

La  dernière  colonne  -^  renferme  le   rap[)orl  de  la 

'0 
vitesse  minimum  t'^  sur  la  branche  descendante  à  la  vitesse 

initiale  V^.  Ce  rapport  sert  à  M.  Zabouski  pour  l'applica- 
tion de  ses  tables  à  des  calculs  de  trajectoires  par  arcs 
successifs. 


5.  —  Calcul  des  trajectouies  par  arcs 


i83.  Problème  et  résoudre.  —  La  loi  de  résistance 
de  l'air  F(i')  so  présente,  comme  on  sait  (i3),  sous  imo 
forme  en  général  irréductible  à  l^^^c^\ 

Par  suite,  ce  ne  sera  que  dans  des  cas  fort  rares,  tels 
que  celui  du  tir  des  mortiers  h  faible*  vitesse,  qu'on 
[xuirra  apj)liquer  au  [)r()blénie  balisli(pi(*  la  mélUodi* 
d'Huler  et  faire  usage  des  tables  basées  sur  celle  méthode^ 
qui  ont  été  examinées  dans  les  paragraj)h(*s  précédents. 

Mais  il  sera  cependant  toujours  |)ossil)le,  movennani. 
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il  est  vrai,  des  calculs  longs  el  j)éniblcs,  d^oblenir  j)ar 
j)oinls  telle  trajectoire  qu'on  voudra,  définie  par  les  élé- 
ments à  l'origine  c,  y^^,  a  et  par  une  loi  donnée  de  résis- 
tance de  l'air,  quelque  compliquée  qu'on  la  suppose.  Ce 
j)r()cédé  ne  sera  d'ailleurs  que  l'évaluation  par  approxi- 
mation des  intégrales  des  équations  différentielles  du 
mouvement. 

Parmi  les  nombreux  j)rocédés  qu'il  est  possible  d'ima- 
giner j)our  ce  calcul,  il  en  existe  un  particulièrement 
empl()}é  qui  utilise  la  théorie  d'Euler  et  qui  fera  l'objet 
du  présent  paragraj)he. 

184.  Méthodes  directes.  —  i**  Mais,  étant  données 
seulement  les  équations  différentielles  du  mouvement  et 
sans  avoir  aucune  connaissance  préalable  d'une  solution 
du  problème  balistique,  il  est  |)ossible  de  calculer  élé- 
ment par  élément  une  trajectoire  complète. 

On  commencera  j)ar  l'intégration  numérique  de  l'é- 
(juation  de  l'iiodograplie  qu'on  écrira  : 


A/ 


;) 


crV 

h-î^tgT 

f/  COS  T 


At 


On  donnera  à  At  des  valeurs  constantes  et  très 
])etiles,  10'  par  exem])le  et,  pour  calculer  Ai',  on  rem- 
plac(ua  les  termes  entre  crochets  par  leurs  valeurs  à 
l'origine  de  l'arc  ou  leurs  valeurs  moyennes  après  une 
])remière  approximalion.  Pour  l'arc  suivant,  les  données 
jniliales  seront  [r:  —  10')  et  (i'  —  Iv)  ce  qui  déterminera 
une  nouvelle  %alenrdu  crochet  el  la  valeur  Ai' corres- 
])0ii(lanl  h  (t  —  '^o'),  elc. 

On  [)ourra  donc  dresser  un  tableau  renfermant,  en 
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regard  des  inclinaisons  t  décroissant  h  partir  de  a,  les 
vilesses  v  correspondantes. 

Les  autres  intégrales  du    mouvement  s'obtiendront 
aisément  par  les  calculs  successifs  de  : 

ri.  ,  v^  ^  ^  tr         . 

(/COST  (/  ^  cj    "^ 

où  les  valeurs  de  o  et  de  t  recevront  successivement  les 
valeurs  corrélatives  du  premier  tableau. 

Celle  métliode  exigera  évidemment  une  division  de 
la  trajectoire  en  arcs  t^^s  serrés. 

9J*  L'intégration  de  rhodogra))he,  soit  par  le  ])rocédé 
indiqué  ci-dessus,  soit  par  tout  autre,  a>ant  permis  de 
dresser  le  tableau  des  valeurs  corrélativ(»s  de  r  et  de  t, 
on  peut  'appliquer  à  la  quadrature  des  /,  x  et  y  une 
des  métliodes  généralc^s  d'évaluation  numérique  des 
intégrales  telles  que  celle  de  Simpson,  ou  celle  ])lns 
rapide  de  Gauss  et  de  ïcliebicliefl".  C'est  à  ce  dernier 
mode  d'évaluation  des  intégrales  /,  x  et  y  que  le 
L'-colonel  Vallier  a  donné  le  nom  de  méthode  des 
vilesses  ^ . 

3**  On  obtiendra  un  procédé  j)lus  rapide  que  le  j>ré- 
cédent,  c'est-à-dire  exigeant  une  di>ision  de  la  trajec- 
toire en  arcs  moins  nombreux,  en  utilisant  les  déve- 
loppements en  série  de  Mac-Laurin  qui  ont  été  donnés 
au  Chapitre  vi,  §  3. 

On   prendia   d'ailleurs  tel  argument  tju'on   ^(>U(lra, 

Comme   ces    (lévelo|)pements   en   série    représentent 

•  Balistique  ejrpérimenlalt' ,  p.    \{j.  par   \v  IJ-roloiicl  \alllrr. 


df^à,  relativement  aux  équations  différentielles,  des  inltî-  1 
grales  du  mouvement,  qui  au  Heu  de  prendre  en  con- 
sidération comme  dans  la  méthode  précédente  seulement 
la  valeur  F^  à  l'origine  de  l'arc,  font  intervenir  des  déri- 
vées successives  F^,  Fp,  ce  deuxième  procédé  sera  bien 
préi'érablc. 

i85.  Première  méthode  fondée  sur  la  théorie 
d'Euler.  —  Le  principe  du  calcul  de  la  Irajectoire  par 
arcs  en  employant  la  théorie  d'Euler,  est  fort  simple  : 
parlager  la  courbe  qui  représente  la  résislance  de  l'ûîr 
en  élémenls  d'étendue  assez  petite  pour  que,  dans  l'in^  Wj 
iervalle  des  vitesses  aux  extrémités  d'un  arc  convena- 
blement choisi,  on  ne  commetle  pas  d'erreur  sensibitï 
enconsidérantlarésislance  comme  proportionnelle  à  uBB^ 
certaine  puissance  n.  de  la  vitesse. 

On  divisera  la  trajectoire  en  arcs  assez  petits,  définis 
par  leurs  inclinaisons  initiale  -r,,  et  fmale  i  de  manière  h 
ce  que  la  variation  des  vitesses  de  ii„  à  t;  soît  faible. 

D'aillems,  qu'on  emploie  la  loi  de  la  i",  de  la  2%, 
de  la  'à'  puissance,  etc. ,  le  résultat  sera  le  même  et  aussr 
exact  dans  un  cas  que  dans  l'autre,  en  s'astreignaot  & 
un  choix  convenable  de  l'arc,  dont  l'amplitude  pourra 
d'ailleurs  varier  avec  l'exposant  choisi.  L'exaclitudft  dfl 
ces  méthodes  est  donc  théoriquement  illimitée. 

Ceci  posé,   chaque  arc  pourra   se   calculer  soît  ta 
répi'taiit  pour  cet  arc  où  la  résistance  varie  suivant  Ij 
[luiftSiince  n  de  la  vitesse,  les  calculs  qui  ont  scm  à  1' 
hlisscmeiit  des  tables  du  pi-éseni  Chajnlre,  soit  en  lilî- 
lisant  ces  tables  elles-mêmes. 

iVinsi,  si  on  considère  la  loi  <lu  riihe,  on  pourra  uli- 
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liser  les  tables  de  Bashforth  (i8i),  qui  ont  été  d'ailleurs 
calculées  en  vue  de  la  décomposition  en  arcs  d'une  tra- 
jectoire quelconque  :  on  doit  utiliser  les  tables  dites  de 
«  première  espèce  ». 

Soient  donc  (t'0,'^0)  ^^^  données  à  l'origine  de  l'arc,  et 

Fiv) 

Bg  =  — Y^  ;  le  coefficient  B3  de  la  loi  du  cube  sera  pris 

dans  une  table  numérique  analogue  à  celle  qui  a  été  définie 

F(v)  ■ 
(11)  et  qui  donnera  — ^^p-.  Le  coefficient  B^,  est  supposé 

constant  dans  l'intervalle  v^  à  u,  et  on  a  cB^  =  63. 

Les  trois  quantités  f  o^'^o^^'a  permettent  (181)  de  déter- 
miner le  paramètre  de  forme  y,,  des  tables  de  Bash- 
forth. On  lira  dans  la  table  qui  porte  y^  comme  en- 
tête des  nombres  proportionnels  aux  éléments  et  la  lin 
de  l'arc. 

Le  paramètre  de  grandeur  qui  est  la  vitesse  au  som- 
met Vg  sera  déterminé  par  l'équation 

h  ^   • 

On  passera  ensuite  à  l'arc  suivant  dont  les  données  à 
Torigine  seront  t,,  la  vitesse  i'^  qu'on  vient  de  calculer 
et  6J  =  cBg,  B3  étant  le  nouveau  coefficient  de  la  résis- 
tance de  l'air  qui  convient  maintenant  pour  le  nouvel 

arc  et  qu'on  prendra  dans  la  table  de  la  fonction  — ^  . 

On  pourrait  d'ailleurs  sur  une  même  trajectoire  .et 
suivant  les  régions  de  la  courbe  F  i^»;,  utiliser  tanti)t 
/i  =  I,  ou  /i  =  '2,  3  ou  4  i^  condition  d'avoir  des 
tables  de  première  espèce  pour  chacun  de  ces  expo- 
sants. 
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i86.  Méthode  de  Gâvre.  —  Dans  la  méthode  de 
calcul  des  trajectoires  par  arcs  employée  à  la  Commis- 
sion de  Gavre,  on  adopte  comme  loi  de  résistance  la  loi 
quadratique^  mais  on  répète  pour  chaque  arc  les  calculs 
qui  ont  servi  au  G''^  Otto  à  la  construction  de  ses  tables. 

Le  coefficieut  B^  que  l'on  suppose  constant  sur  chaque 
arc  est  donc  égal  à /(y)  du  n'^  1 1. 

Los  calculs  sont  rendus  simples  et  rapides  grâce  à  la 
p()ssd)ililé  d'intégrer  l'arc  s  par  une  équation  qui  intro- 
duit la  fonction  H,fT;.  Ils  sont  conformes  à  ceux  donnés 
aux  n"^  172  et  ij.'^. 

Le  choix  de  la  division  en  arcs  doit  satisfaire  à  deux 
conditions  :  l'unc^  cpii  tient  au  ])rincipe  môme  de  la 
méthode  exige  que  V intervalle  des  vitesses  du  commen- 
cement à  la  lin  de  chac[ue  arc  soit  assez  faible  pour  qu'on 
puisse,  sans  erreur  sensible,  remplacer  la  variable  y(t') 
par  une  conslanle.  L'autre  tient  au  procédé  particulier 
achnis  pour  ellecluer  les  calculs  et  qui  est  basé  (la  valeur 
de  .V  étant  connue  par  une  intégration  rigoureuse)  sur  la 
substitut  ion  d'une  droite  à  l'arc  de  courbe  dans  l'éva- 
hiation  de  x  (M  y  ;  il  faut  donc  que  V amplitude  de  tare 
ne  soit  pas  trop  considérable  (180). 

187.  Considérations  générales-  —  Les  méthodes 
précédentcîs  permettant  de  calculer  telle  trajectoire  qu'on 
voudra,  on  pourrait  imaginer  tous  les  éléments  utiles 
de  toutes  les  trajectoires  possibles  réunis  sous  forme  de 
tables  a^ant  naturelIonuMit  trois  arguments  c,Vq  et  a.  La 
solution  numérique  du  |)robléme  balistique  serait  com- 
plète^, et  présenterait  rexaclitude  maxinmm  compatible 
avec  nos  connaissances  sur  la  loi  de  résistance  de  l'air. 

Ce  recueil  numérique  qui  embrasserait  ainsi  toutes 
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les  tables  de  tir  de  tons  les  canons  et  (jni  j)ennollrait  de 
les  obtenir  par  de  sim|)les  interpolations,  aurait  naturel- 
lement une  étendue  très  considérable  et  exigerait  un 
travail  de  calculs  énorme,  car  déjà  le  caU^il  d'une  seules 
trajectoire  est  long  et  laborieux  et  le  nond)re  des  tra- 
jectoires à  calculer,  pour  s'étendre  jusqu'aux  limites 
entre  lesquelles  se  meuvent  en  prati((ue  les  >arial)l(*s  c,\'(, 
et  a  serait  fort  élevé. 

Mais  faisons  abstraction  des  difficultés  maléri(*lles  el 
admettons  que  de  telles  tables  aient  été  calculées  (et  il 
V  a  eu  effectivement  des  tentali>es  dans  co  sens'\  Pour- 
rait-on  réellement  les  considérer  comme  une  solution 
du  problème  balisticpK^' 

Tout  d'abord,  dépendant  exclusivement  d'une  cer- 
taine loi  de  résistance  d(^  l'air,  ccMte  solution  nuwiériquci 
mériterait  les  mêmes  crili(|ues  (pTon  peut  adresser  à  la 
loi  cboisie  :  n'être  j)as  démontrée*  rigoureusement,  éln^ 
en  quelques  points  douteuse»  au  |)oinl  de  vu(ï  ex|)érimen- 
(al  el  n'avoir  enfin  aucune»  généralité  puisqu'elle  ne 
s'applique  qu'à  des  |)rojcclil('s  d'une»  fe)rme*  j)articulie're 
d'une  certaine  \rliil<'riev  \ueuiïe»  métliexle'  générale», 
aucune^  connaissaneM»  rée'lle»  ele»s  lois  élu  me)UNe»me»nl  ne» 
ressort  iraient  ele»  e*e»s  lable's  epii  se»raient  analogues  à  un 
re»cueil  ele»  nond)ie's  bruts,  résultant  ele»  e*ale*uls  ex|)éri- 
mentaux,  nejuibre's  eju'on  aurait  e'Iassés  par  e)relre»  ele» 
grande»ur  et  régularisés,  mais  epi'aueun  autre»  lie»n  ne» 
paraîtrait  réunir. 

(Test  une»  véritable»  obsession  [K>ur  l'e'sprit  d<»  sa\oir 
(pie  des  ne)ud)re»s  (ju'on  voit   ><•  eléroule'r   ineléfiniment 


*  Vi)ir    "    Ili>t<)ri(nn»   ch»    Li    nalis|i(|ii(>    Kxlrrit'uit'   à    la   Coiiiiuivsioii    de 
iiàvrr  »  [Kir  U'  (!'   I*.  (iliarliomiifr.  Kfitu'   M'iritiriw.   njul). 
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dans  une  tabip  ont  pnlro  eux  des  relalions  certaines  el 
mnlhématiquea  et  de  ne  pas  savoir  quelles  sont  ces  rpla- 
tions  On  veut  cnnnullic  les  Inia  qui  gouvernenl  ces 
nombres  et  quand  la  connaissance  exacte  et  entière  en' 
paraît  impossible,  les  efforts  se  portent  vers  une  solution 
approchée  qui  peut  d^jà  jeter  quelcjue  lumière  sur  leur 
enchaînement. 

Ce  besoin  de  théories  explique  i>ciurc|uoi  la  solution 
pourtant  rig'oureuse  d'Eulcr,  mais  qui  se  présente 
forme  d'une  table  numérique  a,  de  tout  temps,  paru 
însuffipianîfi  et  pourquoi  de  si  nombreuses  tentatives  ont 
été  laites  par  des  géomètres  comme  Borda,  Legendrc^ 
Fran(;ais,  Bezoul,  Greenhill  et  en  dernier  lieu  M.  de: 
Span-e  pour  ramener  à  des  fonctions  connues  l'expres- 
sion dcs-dîffi^rents  éléments  d'une  trajectoire  dans  le  câSt 
spécial  d'une  résistance  proportionnelle  à  une  puissant 
de.  la  vitesse. 

L'emploi  si  laborieux  du  calcul  des  trajectofrea  [ 
arcs  successifs  et  la  solution  numérique  aussi  approchée 
qu'on  veut,  qu'il  est  possible  d'obtenir  par  ce  calcul, 
doivent  donc  ('tre  réservés  h  deux  cas  : 

Le  premier  est  celui  oii  la  théorie  se  déclarerait 
impuissante  pour  résoudre  un  problème  qui  sortirait 
des  limites  où  elle  est  légitimement  applicable. 

Le  second  est  celui  où  le  calcul  par  arcs,  grâce  à  s^ 
précision  el  à  l'absence  de  toute  hy]>o(hèse  peut  ser- 
vir à  vérifier  l'exactitude  pratique  d'une  théorie  où  cer- 
taines simplifications  ont  été  faîtes  dans  l'énoncé  génÂ^ 
rai  du  problème  et  dont  on  fera  Fapplicalion  nnmérique 
en  eniplojant  la  nit^me  loi  de  rosislancc  que  dans  le 
alcul  par  arrs. 
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I   I   —  Résistance  constante 

i88.  Objet  de  cette  étude.  —  Wwn  que,  h  yno- 
preiuent  parler,  le  cas  d'iirio  rrsislaiuM»  de  Tair  coiis- 
tanlo,  indépciulanlo  par  suile  do  la  vilosse,  ne  paraisse 
[ms  rentrer  iininédialeiiienl  dans  W  [)r()I)lèine  du  mou- 
vement dans  Tair  des  projectiles,  il  est  intéressant 
cependant  de  le  traiter  ici.  Cle  cas  peut,  en  (^lîet,  tout 
d'abord,  ôtre  considère  comme  un  (*as-limile  du  pro- 
blème balistitpie  et  sa  solution  est  particulièrement  pro- 
pre à  éclairer  certains  points  délicats  des  théories  géné- 
rales sur  les  propriétés  des  trajectoires  atmospliéricpies. 

lin  outre,  ce  problème  répond  à  une  réalité  ph\si(pie  : 
cVsl  Tétude  du  mouv(Muent  diui  poifil  iwitêricl  pcsdtiL 
sur  un  plan  incline  (/ai  lui  appose  une  rêsistfuwe  de  froile- 
menL 

On  peut  en  IrouNer  l'applicalion  en  \rtillerie,  dans 
IVlude  de  la  [)énétrali(>n  i\vi^  projeclil(»s  dans  les  nùlieuv 
résistants  et  la  tluMirie  (l(»s  ricochets  ;  on  n  rcMicontre  en 
effet  des  Irajectoii'es  du  «.^enre  de  celles  (|ui  seront  étu- 
diées ici. 

189.  Formules  en  fonction  de:.  —  l/hodographe 

fin  — ^  -  —    ■'-  //t, 
.7 

BALISTiglK.  l(] 
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deviendra,  quand  cF(d)  aura  une  vfileur  constante  indé- 
pendante de  la  vitesse 

du         ,     dz                      ^       cF         , 
=  h  ,  en  posant  :   =  h 

U  COST  (f 

et  cette  expiation  qui  rentre  dans  le  type  étudie  aux 
n°^  i3!5  et  i34  admet  comme  intégrale 

Log  —  =  h  Log    


Wy  ^.     /  t:     .     a 


Les  formules  devenant  particulièrement  simples  (fuand 
on  prend  pour  origine  de  la  trajectoire  le  sommet  (//3,o), 
on  prendra  l'intégrale  de  Thodographe  sous  la  forme  : 

a  =  «.  tg-  (I  +  1' 

L'angle  t  a  des  valeurs  positives  en  amont  du  som- 
met, et  des  valeurs  négatives  en  aval. 
Nous  avons  déjà  posé  (i33) 

et  exprime  les  fonctions  l  ri  go  no  nié  triques  de  l'angle  x 
en  fonction  de  v  On  «*  • 

2^  •        _^!  — i.  rf-  d^ 

On  écrira  donc  tout  d'abord 
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D'après  cela  les  formules  donnant  rf/,  dxei  dy  s'écriront  : 


U 


g  cos*  T  ^f 

.2  J^  „2 


ac 


2^7 


wm-.^v,u-),/i; 


«/  ''  cos^T  <7         4!:»     ^  4g^^  '  ^ 


En  intégrant  depuis  le  sommet  où  Ç  ==  i ,  jusqu'au 
[Mjint  («,"),  on  obtient  les  formules  qui  suivent  : 


u  —  u,  s 


X 


II]  I 

2^  4^^" —  ï 


^^=§  -feT^  [-2+(A  +  i)-'--(A-.)-'-^] 

190.  Formules  en  fonction  de  u,  —  Cionmio  on 
a:  w  =  ( — )  ,  on  pourra  écrire^  les  formules  pnVédenles 

en  prenant  —  ronune  variable  iiul('[)endanle.  On  aura 
ainsi  * 


a 
IL 


1=-.^ 


.r  =  i5 


'J.q   A*  —  I 

I     r 


a/t— (/*+.)(-) 


2«/  4A-  —  1  L 


''  /  Il 

-(A-i)(- 


Itlr  1 


■2.  \i- 


u: 


8//  A-  —  I 


// 


•2  -211 


-(/'-)(r 


J+2I1-1 


.//.,/ 


'1 


8o 
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Mais  on  ne  peut  exprimer  v  en  fonction  explîcile 
d'aucune  des  trois  variables  /,  a?,  y;  les  deux  groupes 
de  formules  ci-dessus  sont  donc  les  seuls  qu'on  puisse 
former. 


191 .  Formules  mixtes-  —  INlais  on  peut  écrire  les 
formules  suivantes,  où  les  deux  variables  t  et  u  figurent. 


h    ' 


T, 


a  =  u^  tg  /  -  +  -  ) 


(j     Ir 


u 


a, (i r^*'^'^) 

COST  ^  ^ 


I 

h 


X 


il     ^h-  —  I    L 


ui (  I r  sm  t) 

COST    ^  2/1  ^ 


r  ==^-7- 


4,7  h'  —  I  L 


//s  H —  (i-f-sm-T  —  rsmTj 

COS  T  h  ^ 


19^.  Discussion  du  mouvement.  Hodographe. 

—  Klablissons  tout  d'abord  le  tableau  des  variations  cor- 
rélatives de  T  et  de  la  variable  w  =  t*M 1 — ^  1 . 

^  \  4         2 . 

i^oui"  T  ViU'ianI  de  -| à  o  el  de  o  à 

2  2 

w  >arie  de  oc  à  i  et  de   i  à         o. 


\a\  vik'ssc  horizontale  u  décroît  depuis  oc  jusqu'à  zéro. 
Kn  fotuMioii  d(*  i\  oti  aura  :  /'  --^^  u^ et  comme 


,  il  vicMidra 
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La  tangente  à  Thodographe  définie  par  la  relation 

Vf/*" 

tjr  I  =  — r-^  prend  ici  la  forme  : 


dv 


tgl  = 


a-i  +  (a+i)î;^ 


Ceci  posé,  il  nous  faut  examiner  trois  cas. 

a)  Premier  cas.  —  h  >  i. 

L'équation  r  =  —  (  i  -|-  î^")  ^^"^  montre  que  la  vitesse  v 

devient  infinie  pour  !^  =  oo  ,  cVst-à-dire  pour  t  =^  — . 

Au  sommet,  pour  ÎJ  =  r,  on  a  r  =  u^. 

Enfin  pour  ÎJ  ==  o,  on  a  v  =  o.  La  vitesse  terminnle 
est  nulle. 

D'ailleurs  la  vahuir  de 

montre  que  celle  qnantité  est  toujours /^ox/ï/rc.  Il  n'exisle 
donc  pas  de  minimum  de  vitesse  réel,  Iax  vitesse  décroît 
d'une  manière  continue  de  oc  à 
zéro. 

La  tangente  au  sommet  Z  =  i  est 

lelle  que  tg  l  ==  -.-  . 

Au  point  Z  ==  o,  on  a  tg  I  -^^  o. 

Fijr.  Go, 

Il  existe  un  point  on  la  lan«jfentr  à 
riiudograplie  est    liori/ontale  :   il  es!   détiMininé   par  la 

relation 

<^  > 


tg  1 


V 


I(i. 
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On  a  ainsi  l'é(|iialion  : 

(A+.);'-6^=-(/<-  .)  =  o. 

qui  dotermino  la  valeur  de 


"~         h 


La  forme  de  l'hodofrraplie,  dans  le  cas  de  /i  >  i ,  est 
indiquée»  par  la  (ijifure  Go  ci-dessus. 

1))  Deux  il' me  eas.  —  h  <  i . 

Pour  !^  =  oc,    la   \aleur  de  v   se   présente   sous   la 

forme  — .  Kn  prenant  la  vraie  valeiu-,  on  Irouvc 

V  =  u,  —^ - 

i  —  h 


ce  qui  doruie  /'  =  oc,   j)our  t  =  —  ,  comme  dans  le 

cas  de  li  >  i . 

Au  sommel,  pour  ^  =  i ,  on  a  ?'  =  u^  et  enfin  pour 

^  =  o,  on  a  /'  :^=  oc.  La  vilesse  terminale  est  infinie. 

dv 
11  exisle  un  mininunu  de  Nilesse    où —r— s'annule  et 

qui  répond  à  la  n^lalion 


i  +  /t  • 


^^2 

I 


Comme  on  a  :         si  ht  =^  -^, .  on  trouve  que  la 

val(Mn'  T,„  du  minimum  réj)ond  à  Téqualion 

Sin  T,,,   -|-  //    r^:r  O, 
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ce  qui  est  bien,  dans  le  cas  actuel,  la  transcription  de 

Tëqualion    générale h  siut  =  o 

:io6\  ^ 

L'hodographe  a  donc  la  forme  indi- 
quée sur  la  figure  6i  ci-contre. 

c^  Troisième  cas.  —  h  =  i. 


On  a  alors         v  = 


Si 


Fig   fil 


La  vitesse  part   de   l'infini,  pour  t  =  —  ,   devient 

égale  à  a^  au  sommet,  puis  à  — ^  au  point  t  = -, 

^  i  j 

"*''  La    tangente  tg  1  =  -^  au   point 

—  ^ 

—  —   est    inlinie,  c'est-à-dire    que 

2 

J'hodograplie  vient  aboutir  borizon- 
talemenl.  II  n'y  a  j)as  de  minimum 
de  vitesse,  et  l'bodograpbe  présente 


Fig*.  (yi. 


la  forme  de  la  figure  62  ci-contre. 

iç)3.  Discussion  de  la  trajectoire.  —  Ecrivons 
les  équations  du  mouvement  avec  la  variable  v  (iHy) 


w  =  ".^ 


/  = 


V'h 


./• 


V  = 


«» 

I 

2.7 

h' 

I 

«^ 

I 

""■'J 

4h- 

1 

I 

< 

I 

/,/(  _  ^,/,  + ,  ^  r^i'  -  >  _  '.],  _. ,  ■  rsi.  -  '  i 


~o. +  (/,  +  ,;:; 


^^ih      I 


//,_,--.  h  M 


8,/  Ir  -  . 

a'   Premier  cas.  —  h  >  i . 

Branche  asceiiflanlc,  —  Pour  aller  du   point    iî,  à 
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'infini  sur  la  branche  ascendante,  au  sommet,  il  faut 
laire  1^  =  ce .  Le  temps  t  est  donc  infini.  Comme 
aucune  autre  valeur  ne  rend  le  temps  infini,  le  mobile 
lancé  d'un  point  quelconque  sous  un  angle  quelconque 
ne  s'arrêtera  donc  jamais  avant  d'avoir  atteint  le  som- 
met u^. 

D'ailleurs  x  et  y  sont  infinis  au  point  Q,  et  en  cette 
région,  la  trajectoire  a  une  forme  parabolique  (121). 

Branche  descendante,  —  Faisons  Ç  =  o  et  soient  t\ 

x\  y'  les  éléments  du  point  y  =  o  et  t  = de  la 

trajectoire. 

1"  l'  est  fini ^  le  projectile  s'arrête  au  bout  d'un  temps 

1'  =  ^       ' 


U 


h' 


'jy  x'  est  fini\  l'abscisse  du  point  d'arrêt  de  la  tra- 
jectoire est  donnée  par  l'équation 


X  =-    ■ 


V'  y'  est  fini  ;  l'ordonnée  d.u  point  d'arrêt  de  la  tra- 
iecloire  est  donnée  par  l'équatÎQn 


«s 


4y  h'—i 

dy  ... 

4"  la  tangente  -j-  en  un  point  de  fo  trajectoire  est 

donnée  par  la  formule 

dy  ^         11—^^ 

dx  '2  ^         ' 
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Au  point  i)  =  o,   on  vérifie  bien  que  la  tangent 
est  verticale. 

La  trajectoire  a  donc  la  forme  I  ci-contre  (fig.  63). 


Sommet 


Point 
dârrêt 


Forme  I 


Fig.  63. 


b]  Deuxième  cas,  —  h  <  i . 

Branche  ascendante,  —  Mêmes  propriétés  que  dans 
le  cas  précédent. 

Branche  descendante,  —  Kn  faisant  !^  =  o,  on  voit 
que  t'  et  y'  sont  inlinis. 

Mais  si  /i  >  —  ,  Tabscisse  x'  sera  linie  et  par  suite 

il  y  aura  une  asymptote  verticale  à  distance  finie.  Si, 

au  contraire,  A  <  — ,  le  point  x'  est  répété  à  l'infini  ; 

la  trajectoire  a  une  branche  parabolique.  On  aura  ainsi 
les  deux  formes  suivantes  de  la  figure  64- 


Forme  U 


Forme  111 


^'i^^  (')'«. 


c'   Troisième  cas.  —  h  =  \ . 

On  trouve  tout  dabord  (jiio  les  formules   générales 
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qui  se  présentent  sous  forme  indélernlinée  deviennent 
ii==  u,^ 

X  =   — 


=>  i— 


^  "•"  3  ^'        3 


20 


^^Log^-f-_(^^-.) 


«; 


25»  L  4 


4-!:^ 


Logi:--^ 


On  voit  que  t  et  y'  deviennent  infinis  à  cause  de  Lop  îj? 
qui  y  figure,  maiç  que  ic'  est  fini  et  prend  la  valeur 


u: 


X 


3  g- 


La  trajectoire  a  donc  la  forme  de  celle  représentée 
ci-dessus  i  >  h>  —  (fig.  64,  forme  II). 

1 94  >  Mouvement  sur  un  plan  incliné,  avec  flot- 
tement ^  —  Si  un  mobile  de  poids  p  se  meut,  avec 
froUemcnt  sur  im  plan  incliné,  les  compo- 
siuitcs  de  sou  poids  sont  normalement  au 
plan  p  cos  /  et  dans  le  plan  p  sin  /.  Les  deux 
Fi'r.  (u.  forces  qui  a^rissent  sur  lui  sont  donc  pf  cos  / 
pour  le  frotlemenl,  p  sin  i  pour  la  gravité.  Le 


rap[)ort 


il 


h  des  théorèmes  précédents  a  pour  expres- 


sion h  =y' colg  /.  Si  cp  est  l'angle  de  frotlemenl,  tel  que 

Ig  .p  =^ /*,  oTi  a  h  = 


^i^? 


'  En'dlnm  à  Ui  Jhjwe  OÔ.  Au  lieu  do  l'angle  T  lire  l'angle  i. 
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h  varie  ainsi  de  /i  =  oo  pour  tg  /  =  o  (cas  du  mou- 
vement rectiligne  avec  frottement  étudié  antérieurement, 

(52))  kh  =  o  pour  tg  /  =  00  c'est-à-dire  /  =  —  (cas  du 
■mouvement  dans  le  vide). 

On  obtiendra  ainsi  successivement  en  (iiisant  varier 
rinclinaison  /  toutes  les  trajectoires  discutées  plus  haut 
et  dont  les  formes  varient  par  degré  insensible  à  partir  de 
la  ligne  droite  (/  =  o),  en  passant  par  la  forme  I  (fig.  63) 
avec  point  d'arrêt  (/<  ç>),  puis  par  la  forme  II  (fig.  64), 

avec  asymptote  verticale  (  tg  /  ^  *g  ?  >  —  tg  ')  1  ^^  ^^^^in 

par  la  forme  III  (fig.  64),  avec  branche  descendante 

jiarabolique  (tg  ï><  —  tg/j  ;  cette  dernière  trajectoire  se 

rapproche  de  plus  en  jJus  de  celle  du  vide  qui  corres- 
pond à  tg  /  =  00  . 

I  2.  —  Résistance  proportionnelle  a  la  vitesse 

195.  Équations  finies  du  mouvement.  —  Dans 
le  cas  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  simple  vitesse, 
le  problème  balisti(|ue  peut  être  poussé  juscpi'au  bout 
et  la  soluticm  complète  peut  en  être  mise  sous  forme  de 
relations  explicites  entre  les  dilTérents  éléments  de  la  tra- 
jectoire Cette  solution  est  d'ailleurs  connue  depuis  long- 
temps. 

On  suppose  donc  F;t')  =  B^  i\  et  on  pose  cBj  =  h^, 

L'iiiléirrale  /    V-  d(^ vient  pour  //  -=  i 

^        /o    cos"*'t 

,'0     COS    T 
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cl  réqualion  dillerenlielle  de  rhodogra])ho 

(j  (lu  (h 

hj^  a^        cos-  T 

s'inlt^gre  ininuklialement  sous  la  forino  : 

Les  antres  ('quai ions  diirérenllolJos  du  niouvcuiont, 
élant  on  foncliou  de  u  cl  t  les  suivantes  (88)  : 


,            u    (k        j             u^    (h        j            ir  (h 

dt  = —  ;  (lx= ^;  ay= IgT — ~ 

(J  COS-T  (J    COS^T         '^  (J     ^      COS-T 

elles  deviendront,  en  y  rcin|)la(;ant  — r—  par  ^ r  ^*l 

IgT  par  [  Q  —  -—-  j  cl  intégrant  : 

a    /'"  (la 

•/Un        <i 


0 
•u 


h^  X  -^-=  —  /      (lu 


-Q- 

.7 

1 
U 

—  L"g 

«0 

M 

—  «0- 

-  « 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  de  la  trajectoire  en  fonc- 
tion de  la  variable  u. 

Mais  les  iornudes  précédentes  pernietlent  d'exprimer 
iminédialement  u  en  fonction  de  toutes  les  autres  \a- 
riahles,  y  e\cej)té.  On  pourra  donc  obtenir  quatre  s\s- 
tènies  (le  formules  où  les  variables  sercml  une  des  quatre 
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lettres  a,  a?,  /  ou  tg  t.  Ces  systèmos  sont  les  siilvaals  : 


Variable  a 


6,/ 


» 


Q-f- 

bj^  a 

Log-2- 


6^JC     ==     //y     


II 


/'.v=Q("-«)-f-Log^» 


Variable  l 


II 


=  "0  ^~^*' 


.''»< 


lgT=Q 


6,  w., 


» 


-<ll 


u 


1  ariablc  - 


9 


6,  Q-lgT 


» 


]  driable  x 


u 


IL 


lcr^=0_./.  ^._ 


K^ 


/>^/ 


b^x 
il 


i 


—  Log  (  I 


b , ,/; 


» 


6,y  = 


A, 


"g 


196.  Hodographe. 
tîon 


—  L'hodograplio  a  pour  c'qiia- 


tgT  =  (J 


/>, 


(( 
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qui 

peut 

s'écrire 

/v 

1 

I 

(]  Q  cos  T  —  sin  T 

C'osl  J 'équation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires  : 
y       eJle  est  inclinée  sur  l'horizontale  d'un 
^y^        ano:le  (-)  tel  que  Q  =  lg6.  Elle  coupe 
j^^  riiorizontale  au  i)oint  (t  ==  o,  r  =  Vg)  et 

y la  verticale  au  point    ':  = ,i)=:i»M  . 

'  ,.     . .  ^  1    '         I 

^^*  *'■  On    peut    écrire    Thodographe,    eh 

renq)laçant  Q  par  V^  0  : 

6j  i'  sin  (0  —  t) 


ry  cos  6 


=  I. 


Entre  les  données  à  l'origine  (V,,,  a,  6,),  elles  quan- 
tités Q,  (-),?/  (vitesse  terminale) ,  i'„^  (^vitesse  minimum) ,\ ^ 
vitesse  au  sommet),  on  a  les  relations  : 

ij         I 

Q  =  tga  +  -^-^— ^, 

o  =  ige, 

\\,=^  //  cotgB, 


i()7.  Trajectoire.  —  i"  IJ  équation  de  la  trajectoire 
est  la  dernière  du  tableau  du  n''  1^5  : 


l'm 

t>'  COS 

e, 

l/ 

~in 

2 

e. 
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OU  encore 

qx  a   ^       l  b,x 

La  tangente  en  un  point  est  donnée  par  l'équalion  : 

(IX 
t ir  *-  Tir  flf   — ^    il 

^  ^  .,/        Ikx' 

2^  La  l)ranclie  ascendante  est  de  forme  parabolique. 
En  eflel  on  écrlvanl  l'équation  do  la  Irajecloiro  : 

n     r  f  l>i  ^ 

y  =  X  [^^  B  +  -rr  Log    I i— 

on  voit  que  pour  x  =  —  ^  ,  la  quanlilé  (y  —  ./•  lf>  B) 
devient  infinie;  l'asMuptoto  du  point  Ù  (120}  esl  donc 
rejetée  à  l' infini. 

y  Les  formules  du  sommet  de  la  trajectoire  sont  les 
suivantes  : 


\ 


i       T  «0  X  V, 


T  =  — Lo«^--  ^    =— ^l.rB 


'^0—    >.s  +  Lofi-  — 


"u- 


4°  L'asymptote  rerticale  esl  à  une  distance  \'  d(^  l'ori- 
irine  donnée  i)ar  la  l'ornudi^  \'  =^   , 


iio 


^ 


On  en  déduit  le  théorènn»  sni\anl: 

Sien  chaque  point  d\ine  tr<ijert(/u\\  on  mène  la  tanijente 

et  quon  prenne  une  lompunir  l'ijale  à  y-  sur  celte  tan- 


'jQ'j  hIé;sista.!(cg  MokShb 

yciilr.  les  jtuiiils  iiinni  nbleiius  non!  s'iluâs  mir  l''isym\ilf>le 
ih  in  Irajechire. 

5°  PoinI  lie  vliulr.  —  Inlr 

TaisaiitY^i 
do  cliule  ; 


Loy   I  - 


le  nippon  ~,  et 

olilionl  ]l'b  IVirniules  suivanles  du  poinl 

w  '!:•  la  Inijecloïm.  —  La  trajectoire  est  figunio', 
fi-conlre  avec  la  brandie  Iso- 
lée correspondfint  aux  vït<'sses 
V„  >  t'',  sous  un  angle.  iit'gaLif. 
On  reniaL'quera  que  sur  celle 
brandie,  il  n'exisie  pas  dp^ 
])uiiil  de  vitesse  minimum,  ni 
tle  poiiildevilcsse  vcrljcalo  mi- 


te  pour  In  trajectoire 


h... 


]  <in  oblicnt 


Celle  isérie  esL  toujours  convergente  parce  que  -^  c 
toujours  plus  petit  que  i,  puisqu'on  peut  ferire  ; 
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198.  Exercices.  —  Théorèmes  à  démontrer. 

1 .  Les  moiwements  du  projectile  suivant  les  deux  axes  Ox  et 
Oy  sont  indépendants  Vun  de  Vautre, 

Prendre  les  équations  dilTerentiellcs  du  nionvcinent 
(•2°  ordre),  \  faire  c¥  ==  b^v  et  les  mettre  sous  la  l'oruie 

dlvcos-z)                                  d(v  sinT)  . 
j^ =  —  biiv  cos  z)  ; j^ — ■-  =  —  (j-—  biiy  sm  -z) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

•2.  Rapportée  aux  axes  obliques  de  Vorujine,  la  trajectoire 
est  indépendante  de  V angle  de  projection. 

Le  démontrer,  soit  en  partant  de  féquation  explicite  de 
la  trfijectoire,  soit  en  intégrant  directement  les  é([ualions 
du  n°  94  dans  l'hypothèse  h\o)  =  b^v. 

i.  Ainsi  que  dans  le  vide,  les  abaissements  au-dessous  de  la 
tangente  à  l  origine  pour  un  même  éloignement  sur  la  ligne  de 
projection,  sont  les  mêmes,  quel  que  soit  i angle  de  projection. 

Conséquence  du  théorème  précédent.  En  déduire  un  mode 
de  construction  des  trajectoires  (Vo  =  const.)  point  par  point. 
Tangente  aux  points  conjugués. 

\.  Intégrer  directement  dans  le  cas  de  F(v)  =  biV  les  l'or- 
mules  du  n°  i()'|.  On  trouve  : 

6j{f  1 

y^  Q  — »g-  ■ 


0— t 


«r 


a 


''''  =  '-K  ,7377^3 


hi.r 

1                      I 

>.l        Q 
Lo 

- 1«  ï     Q  —  tg  - 

1                            l 

199.  Théorèmes  sur  la  portée  maximum.  — 

Délcrnuticr  Iti  portée  mnxinmni  \,„  et  F  (in  (j  le  de  portée 


maximum  a,„. 


Prenons  la  \arial)h*  //,  dans  h's  sNslènies  (hi  n"  loT). 
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On  aura  pour  détcrmîner  la  portée  X  les  deux  équations  : 
hji  =  u,-u.,        (tg«+^)  K-«„)=|-Log^ 

D'après  la  première  équation,  la  portée  maximum 
sera  définie  par  la  condition  du^  =  (hi^,.  En  portant 
cette  éfialité  dans  la  deuxième  équation  différentiée  par 
rapport  à  a,  u^  et  a,„  il  viendra  : 


^  "         "'  Vcos-a         />,     «5/     .     h^    \«„         u„  y 


« 

et,  comme  da^  =  —  V^  sin  a  ^/a,  on  obtiendra  la  valeur 
suivante  pour  (w„}„i  au  point  de  portée  maximum  : 

,    N    Y^  sin  an,  cos  a,„ 

Portant  cette  valeur  dans  les  équations  du  n°  195,  et 
posant 

(j  sin  a,„ 

on  trouve  comme  expressions  des  éléments  du  point 
de  portée  maximum,  les  fornudes  suivantes  : 

_   \i    coin: g,,,  _u^ 

7  K  A 

^'n.  =  7-  t^Ofr  A,  l^^  o),„  =  l <.^  a,„  4-  -j^  [  I  —  a] 

/>tN^\-  A 


+  (é:)"c'— ' 
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La  dernière  ociualion  est  une  relalion  entre  X  et  -^ — - 

c'est-à-dire   entre  l'angle  de   projection  a„,  qui  ligiiiv 

6  V 
dans  X  et  le  rapport—^ — -,  l  ne  table  calculée  une  fois 

pour  toutes  permettrait  donc  de  déterminer  l'angle  de 
projection  a^^  de  portée  maximum. 

—  Démontrer  que  quand  le  rapport varie  de  o  (vide) 

à  3C   (mouvement  recti ligne),  l'angle  a^  varie  de  —  à  o. 

\ 

200.  Exercices.  —  i**  Démontrer  que 

L'angle  de  chute  de  la  portée  maximum  est  complémentaire 
de  Tangle  de  projection  correspondant  développer  le  second 
membre  de  l'expression  de  tg  (i),„l. 

1°  Le  point  de  vitesse  mininuun  ne  peut  coïncider  a\ec  le 
point  de  chute  de  la  portée  maxinuun  ;  il  est  toujours  an- 
dessus  du  sol. 

3°  L'angle  am  de  portée  maxinuun  est  plus  petit  (pie  — 

j 

'i**  En  employant  les  notations  sui\antes  (pii  introduisent 
la  vitesse  terminale  v'  : 

biV  =  (1       et        a  =  —r-' • 

•'  '  /'  sm  a,» 


réc[uation  qui  l'ait  connaitre  l'angle  de  portée  maximum  a,„ 
peut  se  mettre  sous  la  l'orme  : 

"T]   h  +  ïT-^ ==   *-^~r^ '-%'h  +  "7-^ — 

y  I    \         Vosniam/       v         t''sina„i/       ^  V  r'sina 


0     • 

iiiy 


et  par  suite  : 

Ci  -l-a)  Log  (1  +  ;j.)—  rx 
sin-  a,„  = — j (  1  ) 


-.19  6 
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D'autre  part,  la  portoo  maximum  X,„  s'exprime  en  l'onc- 
tiou  de  fx  et  ai„  par  la  formule  : 


V.y 


m 


siu'zau, 


1  +  a 


(•-) 


Avec  ces  formules  on  peut  calculer  une  table  numérique, 
permettant  de  résoudre  le  problème;  en  voici  un  extrait  : 


:"• 

Vu 

^m 

2î/Xin 

o,o 

o,oooo 

45^^ 

0 , 0000 

0,1 

0,0696 

44,6 

0,0090 

0,2 

0,1371 

43,16 

o,o333 

o,5 

0,3293 

41,12 

o,i652 

1,0 

0,6216 

38,26 

0,4869 

•2,1 

i,i386 

34,4'-i 

1.2479 

5,o 

•^,3973 

2^,39 

3 , 5o6o 

io,o 

4,0461 

23,52 

6,7275 

100, o 

i9,i38o 

11,2 

37.1965 

00 

00 

0 

QO 

Pour  calculer  a„,,  connaissant  la  vitesse  initiale  Vq  et  la 
\ilesse  iinale  //  =  -y—  ,  on  entrera  par  la  '2°  colonne^. 


^3.   —    Résistance  ci  îîiqie.   Solution   de  Greeniiill 

20 1 .  Historique.  —  J^'h}  potliese  de  /i  =  i  a  été  con- 
sidérée longtemps  comme  la  seule  qui  permît  une  inlé- 
rration  ligoureuse  et  complote  du  problème  balistique. 


r 


'  (lello  table  0^1  oxlraile  de  (Ireonliill  [H.  mur.  et  rolonîule,  1890,  p.  .i*J(), 
liiulml,  (lossol);  ollo  est  arialo^uo  à  une  lahie  dite  de  Hutton  calculco 
pour  n  =^  -À  (>(  roproduile  dans  le  inêine  Iravaii  (p.  43 1). 


KKSiSTVici;   iiu_M>ML.  -■   i,i:s  il:\s   lmeuhijii.iis      .hj; 

■Assez  ttîcÉrunieDUle  professeur  ficpcnhill  de  \\  n<il\\irli 

Kà  donni:,  par  l'es  ToDctîons  i?tlipliqufs.  In  sritulîmi  de  ki 

F^estion  du  mouvcniCTil  dos  projectiles  loraqup  la  résis- 

fancpi  est  proportionnel  le  au  cube  de  la  vriesse  ;  la  Ini- 

^uction  de  son  méiuoire  a  étt-  donnée  par  le  C  Gossttt 

la  Iteviic  inarilime  el   c-olimink  ^ .  Elle  est  é^ale- 

l'Dient   reprodiiile  dans  »  Les  fonctions  elliptiques  et 

rieurs  applications  »  île  M.  Greenliîll  *,  ainsi  que  dans 

X  Les  principes  de  la  théorie  des  fiinclions  ellipliques  ii 

|"de  MM.  Appel  etLacour"  et  dans  le  «  Précis  élémen- 

f  taire   de   la    théorie    des    fonctions    elliptiques  u  '  de 

Lévj.  Enlin  M.  de  Sparre  a   traité  le  nu''uir  pro- 

Jalètnc  avec  quelques  développements  nouvenuv  (lati>  li' 

^Mémorial  de  C.irlillerie  ifc  la  Marine*. 

Nous   renverrons   au\   ouvTagea    ci-dessus    [mur   U- 
fctlcveloppement  des  calculs  et  nous  nous  bornerons  l'i 
lonner  l'indication  générale  de  la  méthode. 

202.  Ëquatioiis  différentielles  du  moavement. 

■  Nous  a\niis   vu    ([lie.  dans  le   cas  d'une  résistance 

Hîubiqiie,    le    poini  li  de  la    branche  ascendante  où    la 

l  infinie  était  à  dislnnce  linio  (lai^.;  la  lan- 

mte  en  ce  point  a  l'inclinaison  &  sur  l'horizontale. 

Nous  prendrons  pour  origine  le  point  U,  et,  pour 

axes  obhques  constitués    par  la  verticale  du 

norat  Û  et  par  la  tangente  B  en  ce  point. 

Rapportées  i\  ce  système  d'axes,  les  équations  diffé- 


•  J*.  Aa.ï  et  «uivanks 
»r,  TCXVII.  )8i>9,  I 
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renliellcs  du  mouvcmenl  établies  au  n**  94  seront  les 
suivantes  : 


V 


V     c¥ 

il      ••      ' 

di  =  A  dp, 
il 


dz  =  ^  dp, 
9 


dy=-^pdp 

dz 
Dans  ces  formules  /'   est  cL^al  à  — r-  et  on  a  : 


dl 


r  =^  r.^  \  i  4-  p-  —  9.p  sin  H] 


I 

T 


n  est  eirai  a  —7-  . 

'  ^         dz 

Si  on  fait  maintenant  ci'  i\   ==  hj'^  <'t  si  on  pose 

h.^v'"^  =  (j,  la  vitesse  0'  sera  la 
vitesse  terminale  de  la  branche 
descendante.  Avec  ces  notations, 
Téquation  de  riiodographe  de- 
viendra : 

di\  =  —  -:,  v'dp. 


Fig.  68. 


sio3.  Intégration  de  l'hodographe.  —  Rempla- 

ranl  v'  par  sa  \al(Mn"  en  fonction  de  i\  et  de  p,  on  aura 

_  r'-  ^  =   p-  —  'Ap  sin  H  +  I  j  dp 

(M    celte  é(|iiation   est    immédiatement    intégrable,    les 
vailables  étant  sé[)arées,  sous  la  forme  : 

On  a  choisi  la  ccmstante  d'inléfrralion  de  manière 
(jiie,  [)(>nr  p  =  o,  on  eut  r  =  oc  . 
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I               r/ 
Posons  :       — -  P  =  i- p-  sin  0  +  p, 

v'  .1 

On  aura  —  =  P  ^    ^  Je  sorte  que  les  équations  du 

Z 

mouvement  seront  : 

204.  Intégration  de  l'équation  de  l'abscisse. 


V 


a 


—  Soit  une  variable  à  définie  par  la  formule  i  =  -, 

Formons  la  quantité  [/^'^  —  ^3},  7^  étant  une  cons- 
tante arbitraire.  On  a  : 

X.L3  _  ,,    _  4/>'  —  '  sy>  sin  e  +  1 2  —  9.yfj,p' 

et  déterminons  l'arbitraire  g^  de  manière  que  le  numé- 
rateur soit  un  carré  parfait  ;  il  suiïira  de  prendre  : 

4  —  3  sin"  (-) 
î/3  = 


127 
Il  viendra  alors  : 

sin  B  '2 


v/4f 


!h=^ 


■5  ip 

d'où  en  différentiant  : 

6'i'f/i  a    (If) 
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OU,  d'après  l'expression  de  ii  en  P  eÀ  p  : 

d'h  dp 

V^V  —  9^  PT  " 

On  aura  donc,  pour  Féloignement  z,  la  formule  : 


(Ib 


\/^¥  -  <j. 


Pour  y>  =  o,  on  a,  en  effet,  ' j»  =  oo  . 
Posons  -^  =  V. 


V 

Jj'inlé2:rale 


"T' 


^    _    /-!-  d'I 


délinit  une  fonction  elliptique  dont  rinvarianl  <j^  est  nul. 
On  écrira  alors  : 

i  =  ^.^(v;o,(/3)  =  j)v 

la  l'onction    «désignant  le  symbole  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Mais  la  formule  d'homogénéité  de  ces  fonctions  : 

permet  de  remplacer  la  fonction  J^(v  ;  o,  (j.^  par  une 
fonction  j>{jrv^  î  o^  i)  ^'^  condition  de  prendre  m  =  y/r/g 
et  pour  variable  v  l/(j^  au  lieu  de  v. 
On  aiua  ainsi  : 
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Les  deux  invariants  de  la  dernière  fonction  étant 
o  et  I ,  il  ne  reste  de  variable  que  l'argument  v  y  g^  et  par 
suite  une  table  à  simple  entrée  donnant  la  fonction 
.p{y  yg^  en  regard  de  la  variable  v  yg^  permettra  le 
calcul  de  Tabscisse.  En  effet,  6  étant  connu,  en  fonction 

pr 

des  données  initiales,  par  la  formule  A  =  t;—  ,  on  aura  : 

'  ^  '         àp 

et  la  table  fera  connaître  en  regard  de  p  la  valeur  de 
l'argument  v  y  (J^^  d'où  on  déduira  r,  puis  l'abscisse  x 
qui  est  telle  que  x  =  z  cos  B. 

Rappelons  que  l'abscisse  ainsi  calculée  est  comptée  à 
partir  du  point  Q  de  la  branche  descendante,  où  la  vitesse 
est  infinie. 

Une  table  de  la  fonction  jd(v  ;  o,  i)  a  été  calculée  par 
Greenhill  [loc,  cit.), 

t 

2o5.  Asymptote  verticale.  — Dejarelation  A=  pv, 
on  tire  —j^  =  jd'  v  ;  on  aura  donc  : 

Mais  (204)  on  a  trouvé  : 

/TT^j sin  (-)         2 

On  aura  donc  : 


sin  H  —  ■i.p''' 


io-i  uksista:sce  monôme 

Par  suilo,  p  dcviondra  infini  pour  une  valeur  V  do  v 
telle  que 

sin  H  ==  3j[)V. 

Klevons  au  carré  :     sin"  B  =  9jt)'"v'     cl   comme 


il  vient  :  sin-B  ==  36  jdV —  gj.,. 

4— 3sin'B 
l^i  ( )n  remplace  mamlenant  (f^  par  sa  valeur , 

ou  aura  :  ^ 

Celte  relalion  i)ermel  au  moyen  delà  table  numérique 
(le  la  fonction  /)  de  déterminer  Tabscisse 

.1'^  =  v'  cos  H 

où  ft  =   ce  -y  c'esl  l'abscisse  de  Tas^mptote  verticale  et 
Tamplilude  totale  de  la  trajectoire  depuis  ii jusqu'à ^ . 

2o().  Ordonnée.  —  On  a  : 


D'après  les  relations  du  n"  2o4,  on  a  : 
Il  viendra  alors  : 


.  \ 
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Mais  p  ==  -: — -; — ;—  ,  et  si  on  introduit  la  valeur  v' 

'^         sm  0  —  ijyy 

correspondant  à  Tasymptote  verticale,  qui  est  telle  que 
sin  6  =  3jlVv',  il  viendra  : 


L'intégration    de   cette    fonction  ^    se    fera    sous    la 
forme  : 

fty 
-~7-  =  —  Log  <t(v'  —  v)  —  a  Log  <T(av'  —  v) 

—  y}  -Log  a  (a-/  —  v)  —  3vÇv' 
équation  où 
a  représente  la  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité  : 


a  =  \/  —  I , 


Çv  la  fonction  de  A\  eierslrass  dont  la  définition  est 

c;P^>  =  — -T-Çv, 

o^y  la  fonction  de  W  eierstrass  dont  la  définition  est 

r  ^'    1 

Çv  =  -7—   Log   (TV. 

(h 

On  trouve,  dans  le  mémoire  de  M.  Greenliill,  la  table 
des  fonctions  Çv  et  av  pour  les  invariants  </.,  =  o  et 

Conmie  la  variable  v  représ(Mite  ~V  ou  — ~— ,  on 

r  "  /'  '  cos  H 

voit  que  l'expression  de  y  donne  en  réalité  l'équation  de 
la  trfijectoire. 


*  \' 


Voir  M.  Lévv,  Précis  élèmenl'ùre  îles  fonrlions  l'Uiptiffnt's,  p.  vii). 
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L'expression  do  y  est  compliquée  d'imaginaires  et 
ne  peut  par  suite  être  calculée  numériquement.  M.  de 
Sparre  est  parvenu  à  en  donner  une  expression  où  tous 
les  termes  sont  réels,  mais  sous  la  forme  d'une  série  tri- 
gonomé trique  * . 

207.  Temps.  —  On  transformera  par  le  même  pro- 
cédé que  ci-dessus  l'intégrale  du  temps 


en  la  suivante  : 


qui  s'intégrera  par  la  formule  : 

-^  =  —  Log  (t(v'  —  v)  —  a  Log  a(av'  —  v) 

—  a"  Log  a(a^v'  —  v)  +  const. 

avec  la  condition  que  /  =  o  pour  v  =  o. 

Les  lettres  ont  la  même  signification  que  dans  l'inté- 
grale de  y. 

208.  Point  de  vitesse  minimum.  —  L'équation 

V-  =  v;  [i  +  p"  —  2/>  sin  6] 
en  y  portant  la  valeur  de  i\  trouvée  au  n*^  2o3  devient  : 

tr  =  f '-  P    "^  [  I  -|-  jr  —  yp  sin  6J 

I  7)^ 

avec  — -  P  =  i- p^  sin  B  +  /). 

'  Mèin.  Art.  Mar.,   1899,  P-  44^- 
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Différentiant  logarithmiquement  les  deux  membres,  il 
viendra  : 


do' 


r-  -i 


P- 


p^  —  2jp  sin  0  -r  I  p  —  sin  B 


/)^  —  ip^  sin^  -\-"dp       I +7>"  —  2j3sinB_ 


et  cette  formule  conduit  pour  le  point  de  vitesse  minimum 
[dv  =  o)  à  la  relation 

p^  cos^  B  +  pm  sin  B  — ^  i  =  o. 

Mais,  en  un  point  quelconque  on  a  (94)  : 

sin(B — t) 


P  = 


COST 


En  portant  celte  valeur  dans  Téquation  ci-dessus  elle 
devient  : 

{g  2(B  T^)  =  —  2  cotg  B. 

et  elle  donne  pour  Tu^  deux  valeurs  qui  diffèrent  entre 

elles  de  — . 
2 

Donc  on  peut  dire  :  les  tan fj entes  aux  deux  points  de 
vitesse  minimum  situés  l'un  sur  la  trajectoire  avec  som- 
met, Fautre  sur  la  trajectoire  des  bolides  sont  perpendi- 
cataires. 

Soit  v„  la  valeur  de  v  correspondant  au  point  de  vitesse 
minimum.  On  a  (204) 


(fou  y-  < 


^^'"       sin  B  —  3  j)'  v,„ 

/>fn  —  4/>.n  sin  B  4-  4 


m 

ni 


'JP< 


.     ,.  4  —  3sln-B 

0.7 
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<*o  (|iii  on  tenant  compte  de  la  relation 

/)f,i  cos-  (-)  H-  y>,„  sin  B  —  1=0 

,     .                "^     „            4  — 3sm^H 
devient  :  n-v„i  = 

Mais  d'après  la  définition  de  (/j  (204)  :  f/.r^= 
\\  vient  ;/-v,„=3^.,. 

Mais  ('^.o5;  yv  =  v/4^/)'\  — r/^, 

il  viendra  donc      ^^P^^^m — .y.{=^  ^{h^ 
d'où  jv^v,.,  =  73. 

Celte  lormule  fait  corniaître  au  iiioNen  de  la  table  de 
la  fonction  /)v  la  valeur  de  Tabscisse  du  point  de  vitesse 
n)ininiuni. 

Si  on  dési*>-ne  pai*  20),  la  période  réelle  de  la  fonction 

jLv^,  on  démontre  qu  on  a  :       v^,  =  — -  to^. 

On  démontre  en  outre  (|ue  les  éléments  y^  ot  /,„  du 
point  de  vitesse  miniunmi  s'expriment  par  des  fonc- 
tions i)scu(lo-cllii>ti(/ues,  c'est-à-dire  on  n'entrent  que  des 
Ii<iiies  trifronométricpies  et  des  lo<»:aritlnnes. 


!J    4       '^t*^    ^'^^    SOKl  TIONS     PVil     APPliOXlMATlON 

1)1      PHOnrKME     ÎJVMSTIQIE 

209.  Méthodes  principales  d'approximation. 

—  Nous  avons  dit  précédemment  (1^7)  (juc  la  recherche 
d'une  solution  a|)procliée  du  problème  balistique  dans  le 
cas  d'imc  résistance  monôme  vl  pour  les  \aleurs  de  n  =  -à 
cl    //   =  '|,   où   riuléi^ratiou   directe   est   impossible,  avait 
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beaucoup  occupé  les  géomètres.  lueurs  recberclies,  cjui  sou- 
vent font  appel  à  une  analyse  très  ingénieuse,  ne  sauraient 
être  exposées  ici  avec  détails;  on  ren\erra  le  lecteur  aux 
mémoires  originaux  où  les  calculs  sont  développés,  ^ous 
donnerons  seulement  l'indication  d'une  classilicalion  <pii 
comprend  les  principes  de  beaucoup  des  métbodes  d'ap- 
proximation qui  ont  été  ])roposées. 

2IO.  Première  méthode.  —  Si  on  considère  les 
équations  du  mouvement  dans  l'iiypotlièse  d'une  résistance 
monôme  savoir  : 


du  (h 


bn      VL^  "^  *  COS 


.n  +  1  - 


dx  =■  — 


il' 

dz 

il 

cos=^ 

5 

kf 

a' 

tgT 

d-z 

COS-T   ' 

df  = —  '  dv  = 

(j   COS-': 

il  est  évident  que  si  la  première  équation  où  les  variables 
sont  séparées  permettait  d'obtenir  tgT  et '- —  en  fonction 

de  u,  le  problème  tout  entier  sera  résolu. 

Le  premier  procédé  d'apj)roximalion  consistera  donc  à 
|K)ser 

(j        du  dz 

k  étant  une  constante. 

Ce  procédé  |)ourra  même  être  générali.sé  et  s'appli([uer  au 
cas  d'une  fonction  F(/'  i  ([uelcouque  ;  il  jouit  des  j)ropriétés 
suivantes  : 

i**  Il  est  rigoureux  dans  le  cas  de  /t  z=  i  ;  c'est  le  pro- 
blème traité  au  paragrapbe  -à  du  présent  cliapitre; 

'1°  Il  sera  vrai  à  la  limite,  c'est-à-dire  pour  •:  tendant  \(ms 
zéro  quel  (|ue  soit  //  ;  car  on  a  en  [)reniière  approximation 
i  liU))  : 

ÇafT)  =  tgT  +  ...  don  •  ,  .      = ■—  +  ••• 


Cotle  dernii'ro  propri^tiî  le  rend  extrémonieni  iuTcieux 
''■''"  '     >ii-jidi.-i'ablc.  n«sld<!si' 

il  j   Milsarisateur.   le 
I.  iiKMricnLdcjà  dans 


des  cas  jiarticidicis'  ft  i| 
pardcSaiiil-Kobcrlcl  SI.l 


.l.j.idiiLTvn-IVdu 
'•  [ilcïn  l'ouct  ». 

al  i.Deuxièmeméthorte. — OiiLr(?lccasdoÇB(")^lp. 
on  a  vu  qu'on  avait  n'ïuasi  à  inlfgrcr  les  éi|uaUons  du 
[iioiivcnient    pour   une  résistance   cubique  où   l'int^rale 

ÇM{-)=tfc'-  +  Y  ^f-  s'exprime  ainsi  également  par  des 

tangentes.  Mais  les  cas  de  n  pair  qui  introduisent  dans  l'ex- 

prrasion  de  Çn(T)  la  Ibnclioii  l-ogtg  i-j-  -j-  ~\  ne  laissent 

pas  l'espoir  de  tirer  de  l'équation  de  i'Iiodographc  la  valeur 
de  Ig-  ou  de  u  qui>  permettrait  l'intégration  des  aulrra 
équations  dilTéivntiellcs. 

Il  devient  alor-i  naturel  d'cs^uM'r  de  repri!'sen[er  la  fonc- 
lioLi  Ç„(T).d;iii-  I.  .  .-  ,1.  ;;  ,.  .h'.  |...i  i.iic  foiietion  en  tgT, 
li'IleqnoÇ,,.-  'i  ■■.■■■.  Iirrcbcr  il  inlÔRrer 

'    'S  ternies 


V  l>rei 


(i(io)  du  développement  de  ÇpiTj  ^  Ist-i-- 


T«-- 


conimo  valeur  approcLéc  de  ÇpJ';)-  Mais  si  on  collsitI^re  II 
problème  sous  a.'  point  de  vue,  c'cst-û-dire  comme  dépen- 
dant d'un  développement  en  série  de  Çn(~)-  <">  i^^'  conduit 
logiquement  à  cirecluer  l'intégration  par  uppraxi  mat  ions 
iiiicui^sives  ;  on  devra  done  calculer  le  premier  ternie  de  la 
série  en  supposant  d'abord  ÇniTl  ^  IgT,  puis  le  second  ù 
l'aide  du  premier.  On  est  ainsi  conduit  au  probttiiic  traité 
dan»  sa  généralité  dans  la  théorie  du  Tir  de  plein  faael, 
lorsi|u'oii  prend  les  deux  preniier>  ternies  de  la  série. 
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Donc,  pour  obtenir  des  procédés  nouveaux  d'approxima- 
tion, il  faudra  supposer  que  dans  la  formule 

les  coeilicienls  a^  et  a.^  soient  déterminés  de  manière  à  ce 
que    la  formule   binôme  donne    en   deux  points  (ou   un 

Ï>oint  et  une  tangente),  dilïerents  de  Torigme  commune, 
es  mêmes  valeurs  que  la  fonction  Çn!"^)-  l^cs  valeurs  de  «j 
et  «3  pourront  donc  varier  suivant  l'amplitude  (a,  o,  w)  de 
la  trajectoire  étudiée.  (Connue  les  deux  fonctions  sont  im- 
paires, il  y  aura  cinq  points  communs  aux  deux  fonctions 
entre  l'origine  et  le  point  de  chute.  On  peut  donc  espérer 
une  grande  approximation  par  Tenqjloi  de  celle  méthode 
dans  les  cas  malheureusement  très  peu  nombreux  où  elle 
pourra  être  logiquement  utilisée. 

Exemples  d'application  de  cette  méthode. 

a';  Cas  de  n  =  1  : 

i®  Legendre  ^  Ç2(')  =  «i  tg  -:  +  a^  tg'-r 

'1^  M.  de  Sparre  -  ^ii-:)  =  ai  tg  t  +  a.j  tg^-: 

■^®  Examiner  le  cas  limite  Ç2(^)  =  «3  tg^  ". 

b)  Cas  de  n  =  l^  : 

1°  M.  Zabouski  ^  Ç,(t)  :=:  a^  tg  t  +  aj  tg^-: 

•2<*  M.  de  Sparre  '  Ç.(t)  ^=  a^  tg  -z  -\-  a.j  tg^T 

5°  Examiner  le  cas  limite  Çv(':)  =  a^  tg^x. 

U12.  Exercices  sur  diverses  autres  méthodes 

*  Traité  (te  liaUsiique  de  Didion,  p.  '^i.'). 

*  Mémorial  Je  l'Artillerie  de  la  Marine,  t.  \\l,   i8(ji,  p.  'loo. 
^  lievue  aWrtilleriey  aoùl  ivSS(). 

*  Mémorial  de  V Artillerie  de  la  Marine,  t.   \\\  il,   i8;)(),  p,  817. 
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d'approximation.  —  i°  Cas  de  n=i'i:  Remplacer       ^ 
dans  réquation  de  Tliodographe  par  ^^^  *" 

I  +  a  tg-  T         d'z 


\i 


d  COS^T  ' 


i4--ti<-T 


•2     '^ 


ol  intégrer  h,  x  Qiy^ 

■jt°  Cas  de  n^  1  :  Pour  -z  variant  de  —  à  -r-  ou  de r-  à 

.A 


•2  /,  4 


prendre  : 

'2     * 

ou  mémo  'èi(~)  cos-t  ==  const.  ^ 

'5°  Cas  (i^  /è  =  'i  :  l^our  les  mêmes  régions  de  variation  de  t 
prendre  :  j 

',°  Crz6-  (/e  /t  ==  'i  :  On  a  (97) 

dW  'JJI 

-TT  =  -     ,       -,     cV{v) 

dx^  V*  COS^  T         ^   ^ 

([ui  dans  le  cas  de  cV[v)  =  b^v''  devient  : 

d[y  'ifjb; 


dx^  cos"*  z 

On  loosera. — - —  -—  m  —  /77V  et  on  obtiendra  Téquation 
dilïcrentielle  linéaire  à  coelïicients  constants  : 

d'y 

dx^  *^ 

On   l'intègre  et  on   trouve  l'équation  de  la  trajectoire, 
j)uis  l'expression  de  IgT  et  de  u  '*. 

'  Fiançais,  Traité  de  Balislùjue  de  Didion,  p.  9.47, 

-  M.  (le  Sparrc,  Mémorial  de  r  Artillerie  de  la  Marine,  t.  XXII,  p.  8a«). 

'  M.  tle  Sparre,  loc.   cil. 

*  M.  de  Sparrc^  Mémorial  de  V Artillerie  de  la  Marine,  t.  XX,  1892,  p.  619. 
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CHAPITRE   IX 

LES   FORMULES   DU  Tlll   DE   PLEIN   FOUET 

§     I  .     Le   PHEMIEH    TERME    DE    LA    SÉRIE 

f 

21 3.  Définition  du  tir  de  plein  fouet.  —  Le  Tir 

de  plein  fouet  coiTCspoud  à  un  cas  particulier  du  pro- 
blème défini  au  n"  i5i  où  le  développement  en  série 
pi-cnd  comme  point  de  départ  le  développement  tri<i;ono- 
mélrique  de  la  fonction  cosinus  (|ui  ii^irure  dans  l'iiodo- 
graphe.  Le  Tir  de  plein  fouet  on^'i'^iv^c  s])écialemenl  une 
trajectoire  tout  entière,  de  a,  an^rle  de  ])rojection,  à  w 
angle  de  chute,  mais  située  dans  le  \oisina<^'e  du  sonunet 
«le  la  trajectoire  totale,  (les  trajectoires  sont  celles  que, 
dans  la  pratique,  l'artillerie  a  le  ])lus  sou\ent  à  consi- 
dérer. 

Vnalytiquement,  le  tir  de  ])lein  louet  sera  caractérisé 
par  le  fait  que  de  l'orifrinc^  au  point  de  chute,  les  incli- 
naisons T  de  la  lan«irente  à  la  trajectoire  sur  l'horizontale 
resteront  toujours  petites.  Aucune  hypothèse  n'est  faite 
sur  la  prrandeur  relative  des  deux  forces  qui  agissent  siu* 
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le  projectile,  savoir  la  [î^ravilé  q  et  la  résistance  de  l'air 

c¥ 

rF(r),  sinon  que  le  rapport n'est  ni  un  nombre  très 

grand,  ni  un  nombre  très  petit. 

Le  point  de  départ  des  calculs  sera  le  développement 
Irigonomélrique  du  cosinus  qui  est 

cos':=  I ^- 1 -^r—;  +••• 

1.2  1.2.0.4 

Comme  ce  développement  saute  un  terme  sur  deux 
en  T,  il  en  résulte  une  convergence  rapide  de  ces  séries, 
pour  T  voisin  de  zéro,  et  c'est  cette  propriété  qui,  trans- 
portée par  le  calcul  dans  les  équations  du  mouvement, 
rendra  possible  l'obtention  de  formules  de  tir  particuliè- 
remen  t  approchées , 

Comme  on  a  :  lor-  =  ':-| — 1— _| JL— _)_... 

I.O  I.O.D 

on  pourra  exprimer,  si  on  veut,  cost  en  fonction  de  tgT 
comme  il  suil  : 

tff'T  Q 

COS  7  =  1 1 ~ —  ^K'^*  -\ 

1.2  1.2.0.4 

Rappelons  les  équations  différentielles  du  mouvement 
sous  la  forme  du  n''  88,  II,  où  la  variable  est  la  vitesse 
horizontale  u. 

(la         r     ,,,  ,                        ,                u'     (h 
—  vv  ;  r  ; ,  (IX  = 


( 


h         (j  (j   cos"t' 

,                a      (h                    J  ur          (h 

(j     COS    T  (J     ^      COS   T 

I^a  première  équation  diflérentielle  est  celle  de  l'Ao- 
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(lof/raphc^  dont  11  est  nécessaire  tout  d'abord  de  savoir 
obtenir  Tintégrale. 

214.  Développement  de  Thodographe.  —  Posons 


vV{o) 

et  écrivons  l'hodographe  sous  la  forme  identique 

(h  a    .  f    II    \     du 


<I) 


COS"  T  (•  XCOST/    COS-  T 

Introduisons  maintenant  dans  les  deux  membres  de 
cette  équation  le  développement  de  la  fonction  cosinus, 
réduite  à  ses  trois  premiers  termes.  On  calculera  d'abord 

2  "   4  2  V 

I  k.vlw  I  w2w 


=  iH 1 T-7     ^t     _^  =  ,H Y 


OOST  1.2  1,2.3.4  COS^T  I  1.3 

On  aura  ainsi  : 

r-r        c  \  I         i.o  y     \         1.2        1.2.3.4  / 

Développons  alors  la  fonction  <I>  ])ar  la  fornude  de 
Tavlor  bornée  aux  termes  en  t*  ;  en  sous-eri tendant  la 

« 

varial)le  h,  on  aura  : 

H+— +-^^+-)=<I'+  — <I''+-^(3«1>"+51>')+ 

32         1.2.3.4  /  '•^'  1.2.3.4 

On  obtiendra  alors,  pour  le.  (Ié\el()[)])(Mne!il  de  Téqua- 
lion  différentielle  d(^  Ihodographe,  la  formule'suivanle  : 

BALISTIQIE.  18 
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Telle  est  réquation  diiÏL^i-entielle  qui  iloinic,  il/ms  le 
second  membre,  k  siîeic  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  -r.  Dans  le  premier  membre  se  trouve  la  dérivée  de  tgT. 
On  voit  que  le  développement  du  second  membre  sauln 
un  terme  en -7  «m- dem,  r\ii(-tenicnl  rnnimeln  série  qui 
donne  Ij.'  t. 

2i5.  Intégration  du  premier  terme  de  l'iiodo- 
graphe.  —  (Vfin  d'obtenir  le  premier  terme  de  la  séiie, 
nous  néfrlipei'oiis  dans  le  second  membre  de  l'équation 
ci-dessus,  les  termes  en  t'  ilti  et  en  t^  ila,  c'esl-à-dire  de 
l'ordre  de-:'  et-:". 

En  rétablissant  la  Ibuclion  F,  il  viendra 
ih  1/      lia 

Intégrons  celle  équation  depuis  la  limite  snpéi'icure 
(i,  u)  jusqu'à  la  limite  inférieure  (a,  iij ,  bonclic  du  canon 
et  origine  de  la  frajecloire. 

On  obtiendra  : 

Posons  comme  défini  lion  do  l'Intégrale  qui  ligure  dans 
le  second  membre,  et  qui  a  déjà  été  rencontrée  {ii8j  : 
du 

(U  élajit  une  \ilesse  arbitraire  quelconque  cl  supposons 
que  des  tables  numérique?  de  la  Ibnciion  J((()  aîeni  élé 
calculées  une  lois  pour  Innies,  au  moyen  de  In  fonclion 
l'(i')  expérimentale. 


--£= 
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L'équation  intégrée  de  Thodographe  sera  donc  : 
tgT  =  tga+-^[J(u„)  — J(a)] 

OU,  suivant  une  notalion  abrégée,  en  sous-en tendant  la 

variable  u  : 

J  — J 

tg  T  =  Ig  a  H 2 . 

c 

On  peut  écrire  encore  : 

J  J 

En  chaque  point  delà  trajectoire ,  la  somme  (  tg^H — ;- 
est  ainsi  une  quantité  constante. 

216.  Temps.  —  La  solution  du  problème  va  se  pour- 
suivre maintenant  sans  difficulté  pour  tous  les  autres 
éléments  du  mouvement. 

Pour  avoir  le  temps^   dans    l'équalion   différentiel  le 

u      (h 


( 


lt=—  — 


fj     COS"T   ' 


fk  ,  .     .     I  7    ^/'^ 

on  remplacera  — -, —  par  sa  valeur  prmcipale  — =r« 

1 1  viendra 

.  I      du 


c    V{u) 

Intégrant,  en  supposant  que  /  ==  o  à  l'origine  (a,wj, 

on  aura  : 

'"   du 


I      /*"   (lu 

c   Ju.   V[u) 
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Soit,  par  définition,  la  fonction  S[u)  déjà  rencontrée 
(48)  telle  que  : 

(U  étant  une  vitesse  arbitraire}.  On  aura  : 

f  ^  s(»)  —  s(«„) 

C 

OU,  en  employant  une  notation  abrégée  : 

f  —  •  • 

c 

Si,  à  rori*(ine,  le  temps  eut  été  pris  égal  à  Z^,  le  théo- 
rème analogue  à  celui  qui  existe  pour  les  inclinaisons 
serait  qu'en    an    point    de  la  trajectoire^    la    quantité 

'     {——  =  {  — ^ 
c  '         c 

est  une  constante. 

^17.  Abscisse.  —  Les  calculs,  pour  l'abscisse,  sont 
tout  à  fait  analogues  aux  précédents,  en  parlant  de 
ré(|uation 

,  u^      (h 

ftx  = ^— 

fj      COS"  T 

qui  se  Iranslbriue  en 

.  I     udu 

(IX  = jTTT — r  • 

C      V  [U) 

L'intégialion  de  x  à  zéro  et  de  u  à  u^  introduira  la 
l'onction  D(u)  déjà  connue  (48)  sous  la  définition 

^  ^  Jv  V[u) 
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^L  étant  une  vitesse  arbitraire).  On  aura  ainsi  la  formule 


D  — D, 

X  = 


c 


et  le  théorème  de  la  constance  en  tous  points  de  la  tra- 
jectoire de  la  quantité 

D  D, 


0 

C  **  c 


218. 'Ordonnée.  —   Dans   Tëquation  diflerenlielle 

,               u^  d-z 

dy  = —tgT 


g      '      cos^T 


remplaçons    tg  t     par     sa     valeiu-    principale     (21 5) 

J 

d-z  ,  .      .     1  d'z  q    du 

et ; —  par  sa  valeur  prmcipale  :  ^ —  =  — =r  • 

cos  T  cos^T  c    uv 


Il  viendra  :       dy  =  —  —  (</ 7  ;  — p—  -> 


1    /  J\    udu 


ou  bien  : 

,  a    udu  1         udu 

*^  c      b  c^         t 

Intégrant,  avec  l'hypothèse  y  =  o  pour  m  =  u^,  on 
aura  : 

7     C^udu  I      /•"     a</z« 

Soit  une  fonction  A(a)  (119)  répondant  à  la  définition  : 


A  («H-  /  J 

t      ' 


F 
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et  dont  la  table  pourra  être  calculée  une  fois  pour  toutes. 

11  viendra  : 

D D  1 

r  =  '/-^-^-^(A-A„). 

C'est  la  valeiu-  de  V ordonnée  y  en  fonction  de  la 
vitesse  horizontale  a  et  des  données  à  Torigine.  Le  théo- 
rème sur  r invariant  en  un  point  de  la  trajectoire  est  que 
la  quantité 

reste  constante  en  tout  point  de  la  trajectoire. 

Si  dans  la  fornude  (jiii  donne  y,  on  remplace  q  par  sa 

valeiu"  (  tg  a  H j  et  si  on  remarque  que ~  =:=  .r, 

on  pourra  écrire  : 

y  = ,,;  Iff  a  -  ^  [A  _  A„  -  J„  (D  —  D„)] 

(^etle  équation  met  en  évidence  rabaissement  (21) 
"  =  4-[A  — A,  — Jo(D-DJ]. 

219.  Tableau  des  formules  pour  un  point  quel- 
conque. —  D'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  les  for- 
mules du  Tir  de  plein  fouet ^  premier  terme  de  la  série, 
sont  les  suivantes  pour  un  point  quelconque  (i»,t)  de  la 
trajectoire  : 

_  J  _  D  — D, 

tg  T  —  q  ^     ,  X  —  -  , 

S  —  S  D  — D  I 

/  = '-  ,        v  =  7 ^—4  (A— AJ. 
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La  variable  iuclépendanlc  dans  les  fondions  J,  S,  D 
cl  A  est  la  vitesse  horizontale  u  =  v  cos  t. 
La  constante  q  est  lelle  que  : 

7  =  ti?  a  H . 

^         ^  c 

Les  quatre  fonctions  de  u  qui  figurent  dans  les  seconds 
membres  des  équations  sont  les  fonctions  bnlisliqucs  de 
SiaccL  Elles  ont  pour  définitions  : 

J/'»     du  ^  r^'udu 

rdu  /•"     udu 

F  est  la  fonction  V{v)  expérimentale. 

tJ  est  une  vitesse  arbitraire  cjuelconque. 

On  a  les  relations  difTérenli elles  de  définition  : 


f/J 


y 


du 

uv 

ds 

I 

du 

T' 

(lU 

u 

du 

F 

1 

dA 

// 

du 

J 

F 

220.  Sommet  de  la  trajectoire.  —  Faisant  dans 
la  première  équation  du  n°  précédent  tgT  =  o  on  aura  : 

y^*  =  J.s, 

relation  (pii  fera  connaître,  au  nioNon  de  la  table  dt» 
la  fonction  J,  la  vitesse»  au  sommet  u^,  Vax  portant  u^ 
dans    les    autres    fonclioiL*^    balistiques    S,  D   et    A, 
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on   aura  les  équations    du    sommel    sous    la   forme  : 

j^  =  qc  cVoù     a^  vitesse  au  sommel 

D  D 

\s  =  — ^ Xj.  abscisse  du  point  culminant. 

c 

g  g 

'[\  =  — ^ ïs  durée  de  trajet  correspondant . 

Vs  =  ^[J»(D,-D„)-(A,-A,)] 

Y  ^flèche  de  la  trajectoire. 

'J.2  1 .  Point  de  chute.  —  Le  point  de  chute  sur  un 
sol  horizontal  étant  défini  par  la  condition  y  =  o,  on 
obtiendra  a,„  en  égalant  à  zéro  le  second  membre  de 
Téquation  qui  donne  y  (219). 

l']n  portant  celte  valeur  de  a„  dans  les  autres  fonctions 
balistiques,  S,  D  et  J,  on  pourra,  à  Taide  des  tables  de 
ces  fondions,  déterminer  les  valeurs  des  différents  élé- 
ments de  la  trajectoire  au  point  de  chute. 

On  trouve  ainsi  : 

^  =(jc        d'où     w,,i'//e55erestantehorizontale. 


D  — D 

"  0 


D  — D 

\     =:_JL__£  \  parlée, 


c 
S  —S 

C 


T  durée  du  trajet. 


J, 

I  f>  (ij  =  q ^  (0  antjle  de  chu  te . 


c 


Oîi  peut  met  Ire   la  première   et  la  dernière  de  ces 
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équations  sous  des  formes  syméiriques  qu'il  j)Oul  vivo 
utile  de  connaître.  Remplaçant  dans  la  première  q  par 


sa  valeur  i 

^iga-t-  ^"jeu 

lans  la  aerr 

iiere  qc 

il  vient  : 

tg«        , 

•A.„      A^j 

-J„ 

D        D 

•g«        c 

•^w          -^0 

— j„ 

D        D 

222.  Exercices. —  i'*  Former  les  déiivées  successives 
des  Ibnclions  balisti([ues  relativement  h  la  variable  u. 
On  trouve  : 


dj          (J 

du             M  F 

du 

du 

1^^ 

dn^       w^F^^        •      ^ 

<''J        g    [u^FV"      : 

ui'-^F'-î  1 

J'D       i 

[«FF'      'jmF'' 

rfir      tr-^F*        jmVV 

•2F^ 

J//'»      F--^ 

+  •2  FF' 

dS             I 
rfu""       F 

(/A 

- 

J 

uF 

d-S      ¥' 
du^       F- 

1 

'F 

;  (rj  + JuF'^jF) 

J«'      F«^                  ^ 

(/'A 

I 

■  p 

-J(hFF'- 

•^  rui\ 

-'iiiF''+ -iFF')' 
^^'      F). 

•À^  Former  les  d(''ri\ées  successives  des  loiiclions  balis- 
tiques par  rapport  à  lime  qnelconcpie  d'entre  elles,  par 
exemple  D. 


i'ili 
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du 

V 

dD 

u 

d'u 
dD' 

=  -{aP      F) 

dD-' 

F 

r\uYV' 

r 

^/s 


dD 
d}^ 
dD~' 

d'S 


I 
« 
F 


u 


:} 


dD' 


=  :^(3F— «Fj 


J  = 

d'J 


dD' 

d-'J 


SI 

F 

•^  u* 


dD- 


F 

u' 


^9-^^^^ 


—  «F)= 


dA 
dD 
d^ 
dD' 
d'A 
dD' 

d'A 


dD' 


3°  Dcmonlrcr  que  les  formules  de  la  lin  du  n**  '221  qui 
donnent  Iga  et  Igo)  sont  des  cas  particuliers  des  deux  sui- 
vantes : 


ci   {iX  OL = 


X 


D— Dr 


V^  xj        D~Do 

(orniulcs  qu'on  déduit   des  équations  en   un  point  quel- 
conque ('219). 

\^  Partant  de  l'équation  qui  donne 

I 


D  — Do  -    /.         .X 

y  =  q Tl  (A^  —  Ao), 


c 

dv  dy 

former  -j-;  ou  -j—  et  retrouver  l'équation  qui  donne 

J 

tg.^.y--. 

^ ^ 

*)°  Montrer  que  pour  u  =  «j,  on  a  liin  zr —  =  Jy. 


.^  2.  —  R 


s 
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i>:a3.  Considérations  générales-  —  Les  équations 
(lu  11"  :>.  19  font  connaître,  pour  un  point  quelconque 
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de  la  trajectoire,  quatre  relations  entre  huit  variables 
Uy,  a,  c  d'une  part,  à  l'origine  de  Tare,  u,  t,  a?,  y,  /, 
d'autre  part,  à  l'autre  extrémité.  Il  suffit  donc  de  con- 
naître quatre  quelconques  de  ces  variables,  à  condition 
que  l'une  d'elles  au  moins  soit  une  des  trois  quantités 
My,  a,  c,  pour  que  le  problème  soit  analytiquemenl 
déterminé  et  que  le  calcul  des  quatre  autres  variables 
soit  possible.' 

Mais,  pratiquement,  les  différents  problèmes  aux- 
quels on  sera  conduit,  seront  de  nature  diverse  et  ils 
offriront  des  difficultés  plus  ou  moins  grandes  suivant 
la  manière  dont  les  inconnues  sont  engagées  dans  les 
équations. 

Dans  certains  cas,  la  solution  pourra  être  tout  à  fait 
immédiate  ;  dans  d'autres,  elle  exigera  des  tâtonnements 
et  des  approximations  successives. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  des  différents 
problèmes  de  tir  en  nous  limitant  à  ceux  cjui  peuvent 
présenter  un  réel  intérêt  pratique  parmi  tous  les  cas 
jK)ssibles. 

Ceux-ci  sont  au  nondjre  de  65.  —  Car,  abstraction 
fiiilc  de  la  restriction  concernant  la  nécessité  de  con- 
naître une  des  données  à  l'origine,  on  aurait  à  calculer 
le  nombre  de  combinaisons  de  8  objets  4  *^  4i  4"i  ^^* 

On  trouve  ainsi  70  dont  il  v  a  à  retrancher  5  conibinai- 
.«^ons  formées  avec  4  des  variables  de  Textréniité  de  Tare. 

.  224.  Cas  où  Uo  et  u  sont  donnés   —  Écrivons  les 
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équations  du  n"  219  en  mettant  en  évidence  les  fonctions 
balistiques. 

(i)       c(tgT-tga)=J,  — J 

(2)  ^/  =  S  — S, 

(3)  ex  =  D  —  D, 

(4)  r(.xlga  — y)=A  — A,  — J,(D  — DJ. 

Quand  on  se  donne  a^  et  a,  les  seconds  membres  de 
ces  quatre  équations  sont  déterminés.  Lorsqu'en  outre 
on  connaîtra  deux  des  variables  des  premiers  membres 
(à  condition  que  ce  ne  soit  pas  c  ol  x  ou  c  et  /  ou  x  et  /) 
les  autres  inconnues  seront  faciles  h  déterminer. 

i"  Si  c  est  une  des  données,  x  cl  /  sont  déterminés 
immédiatement  par  les  équations  (2)  et  (3).  L'autre 
donnée  sera  donc  : 

ou  y  et  l'équation  (4)  fera  connaître  a  et  l'équation  (i)t; 
ou  y.  et  Téquation  (4)  détermine  y  et  Féquation  (i)  t; 
ou  T  et  l'équation  (i)  donne  a  et  l'équation  (4)  y. 

2"  Si  c  n'est  pas  une  des  données  du  problème,  il 
reste  dix  combinaisons  possibles  dont  l'une  {x  et  /  don- 
nés] ne  sulTil  pas  pour  déterminer  le  problème.  Toutes 
ces  bypollièses  conduisent  à  résoudre  des  problèmes  du 
j)remier  degré,  à  l'exception  des  données  a  et  j  ou  Tel  y 
qui  conduisent  pour  déterminer  c  à  des  équations  du 
second  degré  : 

yr  +  <'lfra(D„-D)  +  A— A„-J„(D-D,)  =  o 
y,-  +  ,•  (g  T  (D„  -  D)  +  A  -  A,  _  J  (D  -  D„)  =  o. 
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225.  Cas  où  u^  a  et  c  sont  donnés.  —  Dans  1<^  ras 
où  on  connaît  les  trois  donnros  à  Tori^nnc  de  la  lia- 
jecloiro,  la  solution  dos  problonios  de  tir  es!  livs  simple 
lorsqu'on  dclinil  l'aulro  cxln'inité  de  l'arc  par  une  des 
(|nanlilos  u,  t,  x  ou  /  el  (ju'on  se  propr)se  de  calcul<M- 
les  trois  autres. 

(Vile  facilité  dos  calculs  tient  à  la  façon  simple  don! 
sont  engagées  les  xariahles  dans  les  équations  du  Tir  de 
plein  fouet  et  (jui  (^sl  telle  (|ue  la  connaissance  des  fonc- 
tions balistiques  du  point  cliorclié  s'obtient  par  d(^ 
simples  additions  on  soustractions. 

I"  Premier  prohlc/ne,  —  Trouver  les  clcnwnls  du  point 
dont  rinclinuison  sur  lu  tH'ftnche  descenduntc  est  a. 

Dans  l'équation  (i  •  (:>.24;  faisons  Ig  t  =  —  tg  a  ;  il 
Niondra 

J  J     —I—   9C   t""  7 

relation  qui  fera  connaître  J  ,^  et  par  suite,  au  moNon 
de  la  table  bal  is  tic  pie,  u_,,,  ^-u^  S_.,^  et  A_,^. 

2"  Deuxième  iirotdenw.  —  Trouver  les  élénwnts  du 
sommet. 

Dans  réfjuation    i)  (2'>4^  faisons  tg  t   ^o;  on  aura 

d'où  on  déduira  u,  el  les  autres  fonctions  balisticjues. 
l^s  formules  du  n"  c)  permettront  abus  b»  calcul  numé- 
rique des  autres  éléments. 

2>.ti.  Cas  de  résolution  par  approximation  — 
Lu  second  groupe  de  problèmes  correspond  an  ca>  ou 

iiii.isiii^i  ■:.  Il) 
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les  incunniies  se  fronvcnl  erigttytiea  si>iis  une  lurnio 
^iLiniplesc  dans  ]oa  fonctions  balisliquet,.  Il  l'aiitlra 
uInvH  opérer  par  nppruximalioii ,  en  parlant  d'une 
valeur  approchée  de  l'inconnue,  obtenue  soit  par  un 
calcul  prélimiTinire;  soît  par  tout  autre  procédé.  Du 
clioix  plus  nu  iiiiiiii-;  jniliiiciix  île  cette  valeur  approchée 
dépend  la  Inn^m-ui  Ji-.  ralciilf.  nécessaires  :  dans  cep-  ' 
tains  cas,  un  (li'vrluppcTiiriii  iippropné  par  lu  série  de 
Taylor  donnera  la  diU'érencc  entre  la  valeur  approchée 
et  la  valeur  véritable;  dans  d'autres  cas,  deij  lAlonnemenls 
plus  nonibrou\  seront  nécessaires, 

^flua  allons  donner  (|nel(|uei*  exemples  de  problèmes 

aa-,  Troisième  problème.  —  Trouver  l'angle  de 
liioji-ilion  a,  élant  donnéi,  \  ,  t  el  la  portée  \ 

Ce  probkniu  se  pic-entiii  fitquemmcnt  dans  les 
poUgones  de\péiiLn(.es  quand  on  se  proposeia,  i^ec 
un  canrn  di^teimuiL  (\„  et  t  étant  par  suite  connus) 
d  altemdre  une  poi  lep  \  pnui  touchei  pni  evcraple,  j 
des  panneaux  qui  aurtuenl  tti  phces  dans  le  voiamaj^ 
de  ce  pomt  1  mconnuc  est  alois  ]  angle  de  projec- 
tion a 

Oi     ^  (  uia*  de  la  I  ii  un  dont  7  -.e  liouvf  engagt  dans 
l  s  iqu  ilL  us  du  n  2214   nu  il  Iij,uie  dans  K  quantité  q 
(I  iiissidm'^  h  tonst-inle  u„  dts  |->ni.tiins  hahsliques, 
dn  simples  opi^nlions  d  addition     n   de   soustraction  j 
ne    sullimnl    plus   |ioni    iLsoudic    k    probkme   cl   on   1 
est  forte  doppiei   pai  qut.lt[ut  un  lliodc  d  approxima- 

Lt  pins   simpk   Lonsisleia  tvidcnimenl  ici  k   faire 
flbsIiuLtioii  tout  J  abord  du  cosinus  dans  les  Tonctions  '■ 
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balistiques  et  à  écrire,  en  négligeant  ainsi  un  ternie  du 
second  ordre  en  t  : 

cX  =  D([x)  -  D(V„) 

au  lieu  de 

cX  =  D(a,.)— D(aJ 

[ji  est  une  valeur  approchée  de  u^. 

1"  Ayant  déterminé  [Ji  par  Téqualion  immédiatement 
soluble 

D(îx)  =  cX  +  D(V„) 

on  obtiendra  une  valeur  approchée  a^  de  l'inconnue  a 
en  employant  la  formule  du  n'^  221  : 

rA(;.)-A(vj  _       ■ 

_D(u)_D(VJ  ^    »^. 

où,  dans  le  deuxième  membre,  tout  est  connu. 

s>.*'  Pour  passer  de  a,  à  a,  posons     [ji  =  a„  +  £     et 

•> 

cos  a  =  1 .  On  a  la  relation  rigoureuse  : 

2 

o  =  D(aJ  —  D(ul)  —  D(V„  cos  a)  +  D(V,) 

qui  s'écrit 

o  =  D({x  -  î)  -  D(;a)  -  D  (v„  -  ^  V„)  +  D(\;). 


tg«.=-^ 


Développons  la  fonction  D  par  la  formule  de  Taylor, 

bornée  a  deux  termes,  en  remarquant  que  —, —  =  —  -rr  • 
Il  viendra  enlre  s  et  a"  la  relation  : 


2    a     F,. 


i'iS 
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.'5"  Pour  avoir  une  sccontle  relation  entre  a  ete,  recou- 
rons à  Toqua  lion  cfui  donne  t^  a  (221) 

A..,  —A. 


1^^  a 


c 


'«•» 


■^—  J 
D  " 


où  on  rojiiplacera  «,,  par    [x  —  t]  et  a„  par  f  V„ \A  . 

H  \icndra,  en  (l('velo|)panl  les  Irois  fonctions  A,  D,  J 
par  la  lorniulc  de  Ta>lor  et  en  éliminant  e  dont  on  a 
caicnlé  précédemment  la  valeur: 


I  *r  y    f  il-  7,      — I— 


cV. 


»(J.— Jq)  a 

D   -D„  -^J 


(|ui  résoul  le  problème. 

4"   Mais  on   de\ra  \érilier  que    J'ai)))ro\iniation   est 
sulUsanle  en  s'assurani  (pie  les  deux  écpialions 

^        ^  .  I  i^-A.. — A, 

=  D,.  —  D„     el      lga  =  - 


(' 


\ 


c  IB   —  D  " 


sont  bien  salisl'aites.  Sinon,  on  dcvrail  repartir  de  la 
valeur  de  a  ainsi  Irouvée  connue  nouveHe  approximation 
pour  les  mémc^s  calculs. 


:>.'aS.  Quatrième  problème.  —  Wlernu'ner  tindla 
rftrfirlcrislùjiic  (F un  itrojcclilc  connaissa/il  \\,  a,  la  porté 


V 


\  cl  1(1  durer  du  trajet  1\ 

On  suppose  (pTon  comiaîl  une  valeur  approchée  d  du 
coellicicMil  l)alisli(pie  r  ■-^=  r  -\-  Or.  —  Le  problème  a 
pour  bul  de  recber<*b(M'  Oc. 

1"  L(»sé(pialions  corrélalives  au\([uelles  satisfont  XelT 

■"""   ■  ;V  +  Or)  \  =  D:,«.,.)-D(«; 

■r'  +  dr)  T  =  S ■„...)  —  S(h„). 
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Soit  [JL  une  valeur  approchée  de  »„,  (elle  que  l'on  ail 

D(a)  =  Do  +  c'X. 

Celle  équation  l'ail,  au  niojen  de  la  lable  halisliqne, 
connaîlre  [Ji;  on  en  déduit  la  valeur  T'  de  T  (ju'on 
aurait  obtenue  si  i)c=  o. 

On  a  cT  =  S(ul^  —  S,. 

a"  Mais  on  a 

'r      s(u.,.)— s„  • 

Posons  a,.,  =  |ji  —  e  et  développons  par  la  lbrnnil<^ 
de  Taylor,  il  vient  : 

X_D(|.)-D„  e       /„_2^^ 

T     s(|jl)— S,  "^  ivF^  V     t;- 

3"  D'autre  part,  on  a 

(c'  +  àr)  \  =  D(uL  —  t)  —  D, 

d'où  Xdc  =  £-pr  et  i)ar  suite 

X       D(;^)-D„   ,     \   ,V  /  X 


T~S(ui)— S„    '    ;/r  (;'    \!^        T 
ou  bien  : 

— T — ~"^r ^v'    —  ■"/• 

r  |JL  l  —  A  ^  ^ 

(«'est  l'équation  cherchée. 

On  doit  remarquer  (juc  dans  ce  problème  les  données 
sont  surabondanles  ;  en  ivalilé,  on  ne  s'est  pas  ser\i  de 
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rhypolhèsc  que  X  et  T  correspondaient  au  point  de 
chute  ;  le  problème  se  résout  de  la  même  manière 
pour  X  ci  t  cori'espondant  à  un  point  quelconque  de 
la  trajectoire. 

29.9.  Exercices.  —  1°  Etant  donnes  Vq,  a  et  X  et  une 
valeur  approchée  de  c,  trouver  le  coefficient  balistique 
exact  ; 

'2^  Etant  donnes  a,  c  et  X  et  une  valeur  approchée  de  Vc, 
trouver  la  vitesse  initiale  exacte. 

3°  Etant  donnés  Vq,  c  et  co  (angle  de  chute)  et  une  valeur 
approchée  de  a,  trouver  cet  angle. 


J^    3.    RECUERCnE     DU     POINT     DE     CHUTE 

23o.  Équation  du  problème.  —  Le  problème  de 
la  recherche  des  éléments  du  point  de  chute  d'une  tra- 
jectoire, quand  les  données  à  l'origine  Vy,  a  et  c  sont 
connues,  est  de  tous  le  plus  important,  non  seulement 
pour  la  préparation  des  tirs  dans  un  polygone  d'expé- 
riences, mais  encore  pour  le  calcul  numérique  des  tables 
de  lir. 

En  faisant  y  =  o  dans  l'équation  de  la  trajectoire, 
nous  avons  trouvé  la  relation  (221)  : 

Ac>  —  Ao  ^ 

D.  —  Do         ^ 

où 

7  =  'g  '-'■  +  ^.- 

Cette  relation  lie  les  constantes  du  problème  à  la 
vitesse  horizontale  a„  au  point  de  chute.  A  la  vérité  le 
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second  membre  de  réquation  est  une  quantité  connue  ; 
mais  dans  le  premier  membre,  l'inconnue  se  trouve 
engagée  dans  les  fonctions  A^  et  D«- 

Si  on  suppose  u,.,  déterminé  par  cette  équation,  les 
autres  formules  du  n**  221  feront  connaître  par  des  opé- 
rations très  simples,  les  éléments  du  point  de  chute, 
c'est-à-dire  X,  T  et  (o. 

Pour  résoudre  Téquation  qui  donne  u,^^  on  peut  em- 
ployer deux  méthodes,  qui  sont  les  suivantes  : 

Aw  —  A 

23 1.  Fonction  — —  Lue  solution  très  évi- 

D..  —  I>o    ^ 
dente  du   problème  consiste  à  dresser  une  fois  pour 

toutes  une  table  de  la  fonction  — ~  .  Ce  serait  une 

Do  —  D„ 

table  à  double  entrée,  ayant  pour  arguments  a„  et  u^  et 
qui,  à  Fintersection  de  la  ligne  «,..  et  de  la  colonne  «„, 
donnerait  qc. 

Si  la  table  est  suffisamment  étendue  pour  que  l'inter- 
polation double  y  soit  facile  entre  les  valeurs  successiNcs 
de  iTy  et  de  u^,,  cette  solution  serait  évidemment  très  pra- 
tique. Mais,  pour  qu'il  en  soit  réellement  ainsi,  une  telle 
table  devrait  avoir  une  étendue  très  considérable  si  oti 
veut  éviter  tout  calcul  ultérieur  d'approximation. 

232.  Méthode  par  approximation.  —  On  peut 
résoudre  le  problème  de  la  recherche  fondamentale  de 
11^  en  employant  une  méthode  par  a))proximalion  ana- 
logue à  celles  déjà  utilisées  pour  des  questions  anté- 
rieures. 

Mais,  pour  qu'ime  telle  méthode  soit  pratique,  et  ne 
conduise  ])as  à  des  tâtonnements  troj)  nombreux,  il  est 
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nécessaire  d'opérer  un  choix  jndicieiix  de  la  valeur  qu'on 
piendra  comme  iniliale  et  qui  doit  èlrc  1res  approchée 
de  l'inconnue  a,.,.  Si  celle  condition  est  réalisée,  une 
formule  simple,  donnée  par  un  développement  de  Tay- 
loi-,  permet  lia  de  passer  de  la  valeur  approchée  à  la 
véritahle. 

Une  bonne  valeur  initiale  sera  évidemment  donnée 

|)ar  une   table  de  la  fonction — ^supposée  trop 

sonuiiaire  pour  qu'on  puisse  y  faire  une  interpolation 
(loubl(^  bien  précise.  V  défaut  d'une  telle  table,  on 
pourra  employer  le  ])rocédé  suivant. 

r>33.  Choix  de  la  valeur  approchée  jx  de  u«.  — 

Prenons  sur  la  trajectoire  le  point  ( —  a)  et  le  point  dont 
/'fthscissc  est  :>.\^.  On  remarcpjera  : 

i*'  (^)uo  le  calcul  de  la  vitesse  horizontale  en  ces  points 
est  immédiat  et  se  fera  par  les  formules  très  simples  : 

j_  ,^  =  2  Jj.  —  J,j       pour  le  premier  point 
Dos  =  î^'Ds  —  Do       pour  le  second  point. 

!>/'  (Jue  ces  poinls  encadrent  forcément  le  point  de 
chute  en  verlu  des  théorèmes  généraux  du  n**  ii6. 

IV'  ()uo  l'écart  de  ces  deux  poinls  au  point  de  chute 
mesiii'c»  de  cha(pie  côlé  l'influence  de  la  résistance  de 
Tair  sur  le  projectile,  car  l(*s  trois  points  sont  confon- 
dus dans  le  \i(le. 

Il  esl  donc  logique  de  |)rendre  conmie  première  ap- 
|)i'()\imahc)n  do  //,.,,  une  moyenne,  la  moyenne  arilhmé- 
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lique  par  exemple,  jjl  = —  (w_«  +  u,^)^  dos  \ilossos 
liorizon  taies  aux  deux  point  s  considérés. 

234.  Formule  donnant  u^.  —  \*-  c'ianl  ainsi  déUu- 
miné,  soit  par  la  table  du  n*^  23 1  soit  par  le  calcul  pré- 
cédent, posons  u„  =  ui  +  0  et  cherchons  à  délermiiKM* 
la  valeur 'de  0,  correction  très  petite,  par  Inpothèse. 
Nous  emploierons  le  développement  de  Ta\lor  en  |)ar- 
lanl  de  Téqualion 

^'•'  ~  ^'  ==  a/ 
D.,  —  Do  ^ 

que  nous  écrirons,  en  introduisant  la  fonction   J^  du 
sommet 

JsD.>,.;  —  A(w...;  =  JsD„  —  Ao 

dV)ù 

JsD([x  +  0)  —  A(u  +  0}  =  J,Do  —  A„ 

é(piation  d'où  on  déduira  0  par  la  formule  : 

0  = ^^ l'A   —  A   —  J  fD   —  D  ^  i 

r  .*':*  —  •'s. 

On  devra  vérilier  ensuite  que  la  valeur  de  «,,  -=^  a  -|-  0 

A,,  —  A. 
ainsi  trouvée  satisfait  bien  à  la  relation  — "  ^=  J,, 

D.  — D,, 

ou  sinon,  partir  de  la  nouvelle  ^aleur  a,,  pour  cahrnlrr 

une  nouNelle  correction  o^, 

^35.  Tableau  des  formules  du  sommet  et  du 
point  de  chute.  -  i-.es  calculs  des  éléments  du  pc>int 
de  clmle  avant  été  laits  pai  rinteruiéiliaire  d(^  ceux  du 
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sommet,  on 

réunira  toutes  les  formules  dans  le  tableau 

ci- 

-dessous . 

SOMMET 

Js  = 

-  J,  -+  c  Ig  a 

Xs   = 

Ds 

c 

Ts  = 

Ss 

-s„ 

e 

W 

Y,= 

I 

[  Js(D,  —  Do)  —  (As 

POINT    DE    CULTE 

-A„)] 

J-«  = 

=  2Js 

Jo 

D,s  = 

-  2Ds 

—  D„ 

I    .  , 


"'■'  =  ^'  +  ,,/J^^\^  •  [A.  —  Ao  -  Js(D,  -  Do)]^ 


^  ^  Do>  —  Dç 


C 
Js J<.> 


tgOJ  = 


c 


§  4-  —  Propriétés  des  trajectoires  de  plein  fouet 

236.   Génération    des    trajectoires    de    plein 
fouet.  —  Prenons  comme  trajectoire  type  une  trajec- 

•   Aérifier  qu'on  a  bien  Ao)  —  Aq  —  JsiDu  —  Dq)  =  o.  Sinon  prendre 
la  valeur  lu.t  comme  point  de  départ  d'une  deuxième  approximation. 
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toire  dont  le  coefficient  balistique  sera  égal  à  lunilé,  et 
dont  1  angle  de  projection  sera  a.  Entre  les  vitesses  hori- 
zontales Uq  et  u  on  aura  les  relations  suivantes  pour  la 
trajectoire  type  et  une  trajectoire  quelconque. 


TRAJECT.    T 

YPE 

TRAJECT.   QLELCONQLE 

tg^' 

<fg'       'g  a)  — 

Je  — J 

f 

cl                     — 

s— S„ 

x' 

== 

ex 

D-D. 

y 

c'[y      xlga)-^ 

A  — A„ 

J,(D  — Do) 


Ces  deux  trajectoires  appartiennent  à  la  famille 
i£^  ==  const.  et  pour  passer  de  Tune  à  l'autre,  on  em- 
ploiera la  construction  géomé- 
trique suivante  : 

a)  Supposons  construite  la  tra- 
jectoire type  M  {c  =  I,  a  =  o). 


b)  On  en  déduira  la  trajectoire  \ 
fc,  a  =  o)    en    multipliant   les 

abscisses  par  —  et  les  ordonnées 

par  — ^.  Le  point  a  de  M  vient  ainsi  en  A  sur  N  ic  =  — 

dans  l'exemple  choisi] . 

c)  On  construira  la  trajectgire  P  cherchée  (c,  a;  en 
prenant  pour  la  même  abscisse  l'abaissement  DE  égal  h 
rabaissement  C\  de  la  trajectoire  ^. 

237.  Théorème  de  rabaissement  constant.  — 

Ainsi,  toutes  les  trajectoires  issues  d'un  même  poiii! 
sous  des  angles  diflérents,  ayant  même  coefficient  balis- 
tique c  et  même  vitesse  horizontale  initiale  «^,,  sont  telles 
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(jiie  pour  une  uièuic  abscisse,  leur  abaissement  est  cons- 
IniiL  Elles  oui,  au\  points  de  même  abscisse,  même 
vitesse  horizontale  a,  même  durée  de  trajet  /,  même 
inclinaison  relative  :  tg  t  —  tp  3^}. 

Si  on  reuiar(|ue  cjue,  dans  le  cas  du  tir  de  plein  fouet 
traité  ici,  la  tangente  ne  diflcre  de  l'arc  que  par  un 
terme  du  troisième  ordre  en  t,  négligeable,  par  hypo- 
thèse, on  pourra  ren)])lacer  les  ordonnées  reclilignes 
telles  que  KG  par  des  circouférences  de  centre  O  et  de 
ra\on  ()(^  cl  dire  que  dans  le  Tir  de  plein  foiicl^  les 
trajectoires .«,  ^=z  consl.  lournent  autour  de  foriyine 
conmic  pivot ^  comme  si  elles  étaient  des  courbes  rifjides. 

y.38.  Tangente  en  un  point  de  la  trajectoire. 

—  Soit  (j'I  la  tengente  au  point  q^  de 

«^i  ^'^'q^       ^"^  trajectoire  (c,  a),  dont  rincUnai- 

/U:=£^^__JiV        son  esl  t  ;  9  l'inclinaison  en  q  de  la 

o-^^      ... — p. — jc   tangeîîte  à  la  trajectoire  (c,  o  .  On  a 

^^''^^     IgT  —  tga  =  tg9. 

1m-.  70.  ^^1'  1^7'  =  '^''  ^n  "^  ^^  PP  =  -'^  *n  ^• 

D'où  x(tg  T  —  tg  a)  =  Kr/'  —  pp' 

-  —  {p'^ï  +  Ky>;  --  —  (/>7  -h  Kry)  =  —  K7. 

On  a  d(^nc  l\y  =./;  tgO,  c'est-iWIire  que  les  tantjentes 
à  toutes  les  trajectoires  [c.  aux  points  correspondants  à 
ufw  même  abscisse  passent  fui  nwme  point  1  de  la  verti- 
cale  de  Foritjine. 

D'aillenrs  la  tangente  en  y  à  la  courbe  (c,  o  se  dé- 
duirait très  sinq)lemenl  de  la  tangente  à  la  courbe  (i,  o) 

par  la  dilatation  de  l'abscisse  dans  le  rapport  —  et  de 
l'ordonnée  dans  le  l'apport— r. 
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»  ^- 


^1 


aik).  Trajectoire  type  unique  des  trajectoires 
de  plein  fouet.  —  D'a|)ros  ce  (|ui  précède  ou  a  raiiieiu» 
il  un  l\pe  Tinique  loiit(*s  les  traj(M*toires  «,,  ===  consl. 
Mais  il  est  possible  de  /généraliser  encore  le  mode  de 
dépendance  niuluelle  des  di\(M'ses  Irajecloires. 

Vax  elVet,  co.nsidérons  coniinc^  Irajecloirc  type  unique 
des  Irajecloires  de  |)leiiî  louel  cc^lle  cpii  correspond  au 
coelïicieni  r  =  i  cl  à  une  >iless(»  //,  é/iale  à  la  vilessc^  l, 
arbilrairenuMil  choisie,  |)our  la<piell(^  s'annul(»nt  par 
hvpbllîèse  les  foiuMions  baiislicpies.  On  aura,  sur  celle 
Irajecloire,  |)our  les  éqnalions  dn  n"*  73()  : 


l^^T 


rV 


S, 


J, 


./• 


A. 


La  Inijcctoirc  tyin'  uuujuc  sera  donc  consl ruiU»  en 
prenani  [)oni"  al)sciss(*s  les  \aleurs  d(^  la  lonclion  D  et 
pour  ordonnées  les  \al(MMs  de  la 
lonclion  A. 

F^es  trajectoires  /v/>c,s'  fuirlieu/ières, 
définies  par  une  \alenr  de  «„  doiniée, 
s'obliendronl    j)ar    la    j)ro|)riélé    de* 
TabaissenicMil  conslani     \insi  (m\  M, 
on    la  \ilesse   //„  <'sl   délinic»   par  la 
\aleur  de  D  en   ce  poini,  on   mène 
la  lanfrenle  Ma  lelle  cpie  10^-:==—    J;  puis  on  prend 
vo  =  a|i.  L(*  poinI  0  entendre»  la  Irajecloire  l\p(^    i,  o) 
correspondanl  à  la   n'iIcsc  u  .  On  |)ass(»ra  de  celle-c:i  à 
une  lraj<H*loire(pielcon(pi('  |)arla  conslrucliou  du  n'  '>..U). 


Kii;.  -I 


240.    Propriétés   de  la    trajectoire    de    plein 

fouet.  —  Si  on  s'éloigne  noiablenieni  de  la  région  1res 
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limitôc  aulour  du  soiiiniel.  où  la  trajectniiT  de  plein  (bncl 
reslc  Li'J'H  voisine  de  la  Irajectoire  réelle,  rhypolhf-s*' 
Ibndamcnlale  de  ce  lir  ,ai!t)  n'est  pins  rôaliséc;  il  csl 
inlércssflfit  cependant  d'examiner  sommuiiemenl cpipltea 
sont  les  [iroprlélda  de  In  courbe  lotaie  que  lepiT'senlent 
les  lîciiifllions  dillurenli<'lle<  <ln  mouvement  .'S8)  nii 
rhodoKl'flphe  iVrl 

Jl_  —  IL      ''" 


cin|! 


r  riiodographe  du  tir  de  plei 
'h      _  'I       'lu 


fouel 


Tiuil  dabord,  on  démon ti-eiaîl 

sur  la   lrajef;loire 


ic  au  11"  ii4  que 
de  plein  Ibnel, 
hori/onlalo  u  va  cons- 
tamment en  diminuant  dans  In 
sens  des  abscisses  croissant  et  cd 
i,;;,  ;i.  augmeiilant   en   amonl  de  l'ori- 

gine. Dans  ce  dernier  cas,  A  tend 
vers  l'infini,  ainsi  que  r  el  les  propriétés  du  point  il 
(lao)  dc^pcndont,  pour  l'une  et  l'aulre  ti-ajecloii-e,  ât» 
radmes  Conctions  balistiques;  elles  ont  donc  la  même 
forme. 

En  aval  de  l'ori'gine,  u  décroissant  constammenl,- 
la  résistance  F (»)  diminue.  Donc,  au  lieu  de  icndi-e  vers 
une  vitesse  limite  Unie,  le  projectile  dont  la  résîelanci; 
tend  vers  ïérn  se  rapprocbera  de  plus  en  plus  de  la  tra- 
jectoire dn  vide;  au  lieu  d'avoir  une  nsymplole  k  dis- 
lance finie,  la  Irajecloïre  aura  une  brandie  descendante 
parabolique,  et  la  vitesse  du  projeciilo  tendra  vers  cd. 
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D'ailleurs  la  vitesse  v  passera  par  un  minimum  défini 
par  Téqualion 

cF(a)  +  (/  sin  T  cos  t  ==  o. 

241.  Théorème.  —  La  trajectoire  de  plein  fouet 
est  au-dessus  de  la  trajectoire  réelle. 

En  effet,  on  a  vu,  qu'aux  termes  en  t^  près,  Thodo- 
fîraphe  vrai  peut  s'écrire  : 


cos 


1. 

c 


du 


ou  en  remplaçant  <ï>  par  — ,^,  .    : 

^  ^       ur  [u] 


r/T 


du 


COS-T 


c    uY[u) 


uV 


Or,  avec  la  loi  expérimentale  de  la  résistance  de  l'air, 
on  a  toujours  -^p^-  >  i  parce  que  Texposant  de  la  résis- 
tance mise  sous  la  forme  B„t'"  est  toujours  >  i  en 
quelque  point  que  ce  soit.  U  en  résulte  que  le   terme 

I ~  (  ' ï:^"  )  ^^^  toujours  plus  grand  que  Tunité. 

Par  suite,  en  le  remplaçant  par  l'unilé,  ce  qui  donne  la 
trcijectoire  de  plein  Ibuel 

d'z  (j      du 

COS"  T  c    uV'u) 

on  prend  un  coefficient  balislicjue  trop  laible  et  la  Ira- 
jectolre  ainsi   obtenue   est  au-dessus   de  la  trajectoire 
réelle,  d'après  le  théorème  du  n*'  129. 
Si  /î  <  I,  la  proposition  serait  inversée. 
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242.  Théorème  de  la  rigidité  de  la  trajec- 
toire. —  La  pratique  usuelle  du  poinlage  des  bouches 
à  l'eu,  soit  à  la  liausse,  soit  au  niveau,  aussi  bien  à  terre 
(|u't\  bord  (cas  du  roulis),  est  basée  sur  un  théorème 
tlit  de  la  rifjidilé  de  la  trajectoire  et  qui  s'énonce  ainsi  : 
Si  une  trajectoire  a  i>our  point  de  chute  le  point  P,  sous 
CaïKjle  de  projection  a,  p(nir  atteindre  un  autre  point  Q 
situé  sur  la  im'nw  verticale  et  tel  que  C angle  de  site  QOP 

soit  êf/al  ()   £,   //  suffit  de   tirer  avec 
Faïujle  de  projection  7.  -\-  z  A^]- 

La  vilesse    initiale  \„  esl   supposée 
1.;.,  ->  la  même. 

Dans  les  limiles  du  lir  de  plein  fouet, 
la  droite  JM)  peut  élre  confondue  avec  l'arc  de  cercle 
de  cenlre  0,  à  un  iiilinimenl  ])etil  du  \Y  ordre  près, 
néfî'ligeable  par  hypothèse. 

On  a  \u  précédemment  (aiijj  que  le  théorème  de  la 
rigidité  de  la  trajectoire  était  rigoureux  dans  les  cas  où 
la  vitesse  initiale  horizontale  u^  reste  constante  pour  les 
dilférentes  trajectoires  passant  en  0.  Lorsqu'on  Taj)- 
plique  au  cas  de  trajectoires  ayant  même  vitesse  ini- 
tiale \  ^,,  oîi  commet  donc  une  erreur  du  second  ordre 

/           a-\ 
en  T',  puisqu'on  a  N,,  =  '^0  (  ^  H )• 

(iherchons  l'expression  de  Terreur  ainsi  commise. 

y 

Soient  X,  y  les  coordonnées  du  point  Q,  tg  s  =-  -^^ 

et   a,  l'angle  de  projection  qui    permet   d'atteindre  le 
j)oint  Q. 

On  a  {'>.-2?):i')  : 


tgc    =    tg'-i 


I    r  Aiu)  —  A(Mo)  /    x"" 
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Soil  a  l'angle  cle  |)rojoclion  qui  permet  d'at teindre  le 
point  P,  tel  que  OP  =  .r. 
On  a  : 


r.r  =  D  «,. 


D{iio) 


u^,  étant  la  vitesse  restante  horizontale,  «^  la  vitesse 
initiale  liorizonlaie. 
On  a  par  hypothèse  : 

D(«,.;  —  DUi'o)  =  D(w)  —  D(w,). 

Posons  : 

a,.,  =  fi  4-  7„,  (»t  u,  =  a,,  H-  r,,,. 

La  formule  de  Tavlor  donnera  la  relation  : 


IL 


Y      — - 


'loi 


a 

V 


D'autre  part,  l'angle  de  projection  a  (pii  correspond 
à  la  portée  ./;  sera  donné  |)ar  Técpiation  ('^ai) 

r  tira  =  — ^ r-f ^ — ■. J(a„  +  y.,,) 


D(«)  —  d;//.,) 


équation  qui  s  écrit  : 

A(u]—A[ii,) 


r  lga  = 


Jv«u) 


ï^  ["</,,(  J„  --  j) 

l'o  L  D  —  D„ 


,7 


Filn  com [tarant  avec  la  valeur  de  a,,  un  écrira  : 

.7 


Mais 


"  "' 


»'    0 


(tg(o  —  Iga)  -h  I 


3 

î'i 

LE 

et 

ou  : 

'^i« 

V. 

COS  7. 

LE    TIll    DE    PLEIN    FOUET 


V,  COS  a,  =  11^ 


COS 


COS 


a.  / 


=  "7  ('g'  «.  -  tr  a)  =  -^  tg  s  (tg  £  +  2  Ig  a). 


Ou  a  doue  ainsi  : 


l":a,  =  tga  4-  tg£ 


-l^rs(tgc4-2lo:a)^^    -^(tgco  — tga)  +  ij. 

Ainsi  donc,  on  a  bien  a,  =  a  +  s  à  un  terme  du 
deuxième  ordre  />/v.s*. 

Le  fadeur  entre  crochets  esl   toujours  négatif,  car 


-  tga)  est  plus  grand  que 


(tgOJ 


tga,  qui  est 


le  rapport  de  la  portée  dans  le  vide  à  la  portée  dans 
t'air  et  qui  est  toujours  plus  grand  que  Tunité. 
On  peut  donc  écrire 


a. 


a 


Ms  (s  +  2a), 


le  fadeur  M  étant  positif.  Si  donc,  on  tire  constamment 
avec  l'angle  a,  =:  a  +  £,  on  pourra  former  le  tableau 
suivant  : 


c       > 


o  les  coups  sont  courts, 
o  —  au  but. 

<  2a  les  coups  sont  longs. 


o 


I  : 


2  a 


£  >  2a 


—  au  but. 

—  courts. 


LES    FORMULES    DU    TIR    DE    PLEIN    FOUET  3  ;3 


§  5.   —  Formules   difféuentiellks 

24^  Utilité  des  formules  dififérentielles.  —  Il 
est  nécessaire,  dans  beaucoup  de  cas,  de  savoir  calculer 
immédiatement  une  trajectoire  en  partant  d^une  autre 
très  voisine.  La  première  étant  définie  par  les  valeurs  V^,, 
a  et  c  des  données  à  Toriglne  et  étant  calculée,  par 
hypothèse,  par  les  formules  du  «  tir  de  plein  fouet  », 
la  seconde  sera  définie  par  les  valeurs  V,^  4-  dV„,  a  +  Oa, 
c  -+-  Oc. 

Un  tel  problème  ne  se  posera  guère  en  pratique  c[ue 
pour  les  différents  éléments  du  point  de  chute  et  quel- 
quefois pour  ceux  du  sommet  :  la  question  à  résoudre^ 
consiste  à  calculer,  sans  refaire  à  nouveau  loute  la  série 
des  calculs  de  la  trajectoire  de  plein  fouet,  les  varia- 
tions OX,  dT,  Ow  et  0«,,  pour  le  point  de  chute,  OX,, 
ôTs,  OYs  et  du^  pour  le  sommet,  qui  correspondent  aux 
petites  variations  dans  les  données  initiales  OY^,  Oa. 
et  de. 

Ces  trois  dernières  quanlités  seront,  par  hypothèse, 
•très  petites,  et  l'effet  résultant  de  deux  variations 
simultanées  s'obtiendra  par  l'addition  des  effets  de 
chacune. 

Des  problèmes  de  ce  genre  se  poseront  fréquenuuent, 
en  pratique,  dans  les  polygones  d'expériences,  au  mo- 
ment même  du  tir,  soit  qu'il  s'agisse  de  déplacer  le 
point  de  chute  d'ime  petite  quantité,  soit  qu'on  cherche 
à  corriger  une  différence  d'un  lot  de  poudre,  soit  qu'on 
veuille  tenir  compte  des  modifications  atmosphériques 
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survoniies  lo  jour  de  rexpcricncc  par  rapport  aux:  con- 
di lions  normales. 

On  aura  de  même  à  résoudre  sans  cesse  des  pro- 
blèmes analogues  lors  de  la  discussion  des  résultats  d'une 
série  de  tirs  ])alis[iques  établis  en  vue  du  calcul  de  la 
table  de  tir  d'un  canon.  Jl  est  nécessaire  évidemment  de 
ramener  d'abord  ces  tirs  à  des  conditions  d'égalité  par- 
faite des  données  initiales,  conditions  qui  ne  sont 
jamai:^  réalisées  qu'à  peu  prés  dans  les  expériences  de 
polygone. 

On  i\\)\)c\\c  for/imles  différent ielles  celles  f|ui  permet- 
tent (Tenectuer  ces  ])etiles  corrections. 

244  •  Rappel  des  formules  du  point  de  chute.  — 

En  mettant  en  évidence,  dans  les  formules  du  n°  221, 
toutes  les  (juantités  susceptibles  de  varier,  c'est-à-dire  : 
i"  les  trois  données  à  l'origine  de  la  trajectoire  a,  Vy  et  c; 
2°  les  (piatre  éléments  du  point  de  chute  X,  T,  1g  (o  et 
/f,,,  nous  écrirons  le  sxstème  suivant  : 

<-\  =  Do  —  D,  ;      c-(tg  a  —  tg  to)  =  J,  —  J„  ; 

<*T  =S..  — S„  ;      r(D...  —  Do)  tga=A...  —  Aq — Jo(D« — D„) 

Or,  la  dernièn*  éqiiation  ne  comprend,  outre  les 
données  à  Torigine  a,  ^„  et  c,  que  la  vitesse  rcslanle 
horizontale  //„.  En  dilTérentianl  cette  équation  par  rap- 
port à  ces  quatre  quantités,  on  aura  ôu^.,  en  fonction  de 
(>V„,  i^a  et  i>r. 

On  différenliera  ensuite  les  trois  autres  par  rapport 
aux  variables  qui  >  iigurenl  et  (|ui  sont  au  nombre  de 
cin([  tians  chacune,  savoir  a,^„,  c,  u^.,  et  [X,  ï  ou  to]. 

]\em plaçant  ensuite  0//„  ])ar  la  valeur  trouvée  d'après 
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la  dernière  équation,  on  oblicnclra  les  formules  dilTé- 
renlielles  cherchées. 


245.  Variations  de  la  vitesse  restante  hori- 
zontale. —  Développons  les  calculs  nécessaires  pour 
trouver  du,.,. 

On  écrira  : 

c(D.  —  Do)  tga     —  +  — ^^ -^  + 


On  a  mis  Oa  au  lieu  de  — — —  ,   i)arce  que  on  ne 

cos"  a 

né*rlige  ainsi  qu'un  terme  de  y  ordre  en  a. 

Tenant  com])le  des  équations  de  définition  des  fonc- 
tions balistiques  (219)  : 

dA  =  JOD  ;  OD  = r^-  ;  0 J  -=  —  7  — rr 

il  viendra,  les  termes  semblables  réunis  : 
c  tg  (o  — p —  =  ^D,,  —  DJ  tg  a  de 

+    CM,  Ig  a  —  7 ^     -r,— 

+  r(D...  —  Do)da. 
Mais,  comme  «,  =  \ \,  cos  a,  on  aura  : 
ÔM„  ==  dV,,  cos  a  —  \\,da  tg  a, 

car  on  peul  écrire  — ^  o'^^c  tga  au  lieu  de  —  ^o^^•  ^*"  ^; 
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à  un  terme  du  3®  ordre  près.  La  formule  à  laquelle  on 
arrive  est  alors  : 

0(i„         ,.    tp^a    Oc 


cV„ 

tg 

(i)      C 

r/X        Uôtga      I      0\o 

X           (f\  —  ul  ti?  a      I 

da. 


Dans  cette  formule,  chaque  ligne  représente  la  varia- 
lion  due  à  un  élément  particulier  Oc,  ôV^,  ou  Oa. 

On  doit  remarquer  que  la  variation  due  à  ôa  se  com- 
pose de  deux  termes;  mais  ils  sont  de  grandeur  diffé- 
rente, le  second  étant  du  second  ordre  par  rapport  au 
premier,  à  cause  du  facteur  tg  a  qui  le  multiplie. 

246.  Variations  des  autres  éléments  du  point 
de  chute.  —  On  écrira  pour  les  trois  autres  équations 
du  n''  244  ' 

cOX  +  XOc  =  —  -~^  ôa,.  +  -çr-  Oa^ 
C(Vr  +  TOc  =  —  --^-  Oa,.  +  r^  Ou 


0 


c (0(0  —  ôa)  +  (tg  co  —  tg  a)  Oc  =  —  -^  Oa,  +  -^  Oa, 

a,,i  ^  a^i  i., 


Eu  portant  dans  ces  équations  la  valeur  trouvée  pour 
Oa.,  (245),  on  arrivera  aux  formules  définitives  dont 
l'ensemble  est  renfermé  dans  le  tableau  du  n^  247. 
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U: 


G 
O 

«    1 

ro  .Si, 

'^'    l 

O    û« 

5  - 


a 


H    Cl 


'^   .2 
2  - 

5  S 

es  (â 

a 


H 

*i  - 


II 


H 

a 
c 


C 


+ 


+ 


/^ 


3 
te 


=  lt 


s: 

+ 


«-  I 
/D   I 


3 
te 


+ 


'y, 


c: 


=>  hJ 


y: 

C 


te 


» 

^ 


t 


Xî 


ï      L 


+ 


+ 


-?•      -^ 


K 


•r. 
y. 

C 


I  w 


n: 


te 


fn 


3 


f-^ 


7  '*!  s 


+ 


^     ii:^'^ 


te 

•    MM 

3 

X 

tf, 

CI 

C 

1 

■r. 

f 


r. 


<  J;=^ 


Xi 


^1  o        - 


/'O 


te       :Z     te   te 


£e 

•y. 


r^ 


.'i  î8  m:   Tiiv  i>i:   i»Li:iN   roi  i:t 

248.  Formules  diflférentielles  du  sommet.  — 

On  aj)pli(jU('ra  iiiio   iiiclliodo   tout  à  fail  analogue  cii 
parlant  des  ajiialions  du  soniiuet  (220;  : 

r  Ig  à  =  J,  —  J,„        r\,  =  Ds  —  D,,, 

c  1\  =  Ss  —  S„ ,        (-  ^  ,  =  J,  (Ds  —  Do)  —  (A,  —  A„; . 

\insi,  on  dillcTcnlicra  la  ])ronilèrc  do  la  manière  siii- 
\anl('  : 

l<r  aOc  +  cdy,  = 4t-  ^^U  H 4t-  *)''„ 

ce  (jui  on  lonanl  coniple  do  la  valeur  de 

0//^,  =  0^  ^^  cos  a  —  V„î)a  Ig  a 

donne  : 
I       ^ii  I  Oc  1       ()\ 


^^^  —  + 


0 


/  1 


—  -| jT-  tg  a  )  da. 


h]l    ainsi   dcr^  antres,   de    sorte  qu'oîi   poiina    écrire 
rens(Mid)le  d(^s  lornndes  du  tableau  du  ii"*  249. 
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c 
c 

/D       'Xi 

C     — 

H     ^ 

—  o 

-  fcc 


cJ 

o 

■^ 

^^ 

•  v« 

/^ 

s 

>^ 

o 

c> 

■^ 

s^ 

H 

C/ 

^ 

^ 

^m 

> 

m^ 

^ 

^ 

> 

& 

tJ 

cJ 

a 

cr 

^ 

/T> 

^K 

•r. 

C 

^ 

H 

<to< 

^ 

& 

■w 

fiS 

£ 

> 

H 
S 

mm 

c 


•y: 

X, 

U 

■XI 


X- 

c 


te 


1  « 


'n  en 


+ 


/X) 


-'    Cr 


-I- 


te 


c>  x  I 


X 


I 

to^ 


«: 


a     I I 


+ 


=     ^ 


I  ;, 


+ 


ÎS 

te 


/'O 


«  I     => 


>^ 


i< 


+ 


^     ^ 


X, 

c 


'■■^ 


H 

te. 


+ 


— •        /no  I  ^ 


te 


/^ 


C 


X 


X 

c 


te 


+ 


;bi- 


•x  I     s 


+ 


te 


-^ 
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2  5o.  Remarques  sur  les  formules  différen- 
tielles du  point  de  chute. 

i**  Variation  d\\.  —  a)  Le  facteur 

Uô  tg  (O 

est  toujours  positif. 

Si  (j\  <  al  tg  a,  comuio  tg  a>  est  négatif,  la  propo- 
sition est  (lénionlrée  :  c'est  le  cas  où  la  portée  X  dans 
Tair  est  inférieure  a  la  moitié  de  celle  du  vide. 

Si,  au  contraire  ^\  >  u]  tga,  je  dis  cp.ie  le  quo- 

q\  —  tr,  tg  a  ,  _ 

tient T ,  en  v  ])renant  tg  (o  en  valeur  abso- 

ir,  tg  (o  •    ^ 

lue,  est  <  I . 

Posons  en  elVel  : 

7X  —  u]  tg  a  <  iil  tg  co 

d'où  : 

(j\  <  ul  (tga  +  Igto) 

'Alix    lor  Qt 

ce  qui  est  toujours  vrai,  puisqu'on  a  X  <  — —  ,  le 

2°  membre  étant  la  portée  dans  le  vide  et  co  étant  >  a. 
\insi  donc,  li  une  variation  positive  de  la  vitesse  ini- 
tiale correspond  toujours  une  variation  de  portée  posi- 
tive. 

/>)  On  ne  [)eut  allirmer  (jue  le  facteur  f  i  +  -—  Z)  qui 

figure  dans  l'expression  de  OT,  ni  le  facteur  (  i  +(  — )Z) 

(pii  ligure  dans  l'expression  de  Oio  restent  conslanimenl 
positifs,  (jnartd  la  ])ortée  est  inférieure  à  la  moitié  de 
celle  du  \'u\v. 
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\insi  donc,  il  peut  se  faire  que  la  durée  du  trajet 
diminue  quand  la  vitesse  initiale  amjmente. 

c)  La  vitesse  restante  horizontale  a,,  diminue  quand 
\q  croît,  lorsque  la  portée  est  plus  petite  que  la  moitié 
de  la  portée  dans  le  vide  :  elle  croît  avec  \  „  dans  le  cas 
contraire. 

'2^  Variation  Oa.  —  a)  Quand  Oa  varie,  il  n'y  a  d'am- 
biguïté possible  que  sur  le  signe  de  Ow.  Mais  il  est  aisé 

de  voir  qu'en  valeur  absolue  le  facteur  — t— est  >  i . 

)  ,  ut  bJio 

(lar  la  quantité  -  "'    ^ —  représente  la  moitié  de  la  por- 

tée  obtenue  en  considérant  la  trajectoire  du  vide  oscu- 

latricc  au  point  de  chute  de  la  trajectoire  dans  Tair.  Or, 

d'après  un  théorème  connu   (i3i)  cette  trajectoire  du 

vide  ne   coupe  plus    la    trajectoire  atmosphérique   en 

aucun  point  réel  en  dehors  des  trois  points  réunis  au 

point  de  chute. 

Comme  cette  trajectoire  du  vide  est  au-dessous  de  la 

•)  . 

'211'    t  ***  tO 

trajectoire  dans  Tair,  on  a  -^—^ — - —  <  X  et  par  suite 

r/\  «' 

— r^ >  2. 

«:.  fg  w 

L'angle  de  chute  au (j mente  donc  toujours  avec  l  an(jlc 
de  projection . 

b)  On  a  supposé,  dans  les  démonstrations,  (pie  le 
second  terme  qui  entre  dans  la  variation  Oa,  c'est-à-dire 

I  I  -] ^  Z]  — *—  tg  7.  était  du  second  ordre  par  rap- 

port  au  premier,  conformément  aux  hypothèses  du  til- 
de plein  fouet.  Viw  exemple,  il  ne  serait  pas  correct  de 


I 


y^ 
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chercher  l'angle  de  portée  maximum,  en  annulant  -— 
par  la  formule 


tg  (0         ^  ^  c¥ 


cette  formule,  pour  cette  application,  n'a  aucun  sens. 

c)  La  vitesse  restanle  horizontale  diminue  toujours 
quand  a  augmente. 

W^  Variation  Oc.  —  a)  Quand  Oc  est  positif,  les  varia- 
lions  de  portée  OX  et  de  vitesse  restante  horizontale^  sont 
négatives. 

b)  Quand  Oc  est  positif,  OT  est  positif-ou  négatif  sui- 

vaut  que  T  est  plus  i^rand  ou  plus  petit  que —  . 

u...    tsrw 


w       *0 


De  même,  il  peut  y  avoir  ambiguïté  pour  le  signe  de  0(o. 


CHAPITRE   X 

FORMES  DIVERSES   DES   ÉQUATIONS 
DU  TIR   DE   PLEIN   FOUET 

§   I.  —  Les   trajectoires   de    Siacci 

25 1.  Définition  de  ces  trajectoires.  —  C'est  le 
colonel  Siacci  qui  a  introduit  les  fonctions  balistiques 
(lu  premier  ternie,  J,  S,  D  et  A  dans  la  «  théorie  du 
tir  de  plein  fouet  »  et  a  pu,  par  celte  méthode,  inté- 
grer, le  premier,  les  équations  du  mouvement  en  lais- 
sant arbitraire  la  fonction  F(i').  Mais  la  solution  qui 
est,  en  général,  connue  sous  son  nom,  n'est  pas  pré- 
sentée, dans  les  Traités  de  Balistique,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait,  c'est-ti-dire,  sous  la  forme  explicite  du 
premier  terme  d'une  série. 

Voici  comment  on  peut  traiter  le  problème,  en  géné- 
ralisfint  les  raisonnements  de  Siacci  :  étant  données  les 
cpialre  équations  du  mouvement 

lu    .        ,  ,  ir     (h 


(tu    .        . 


(Ix 


V     \  ■'■'•1  "■^-  •>        1 

(tV  (J    COS-T 

.  u     (k  ,  u'  (h 

'"  =  — :  -zrr  ;       ^'y  =  —  —  *r '^  — - 


(J    COS-T  ^  (J  COS-T 

on  remarquera  que  les  trois  dernières  ne  renferment 


20. 
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dans  leurs  seconds  membres  que  a,  t^  t  et  sa  dérivée 

— !^ .  Donc,  pour  pouvoir  intégrer  immédiatement  ces 

trois  équations  et  résoudre  le  problème,  il  serait  néces- 
saire et  suffisant  que  Thodograplie  donnât  justement 
lexpression  de  tg  t  en  fonction  de  a  (210).  Voyons 
donc  au  prix  de  quelle  altération  systématique  et 
moyennant  quelle  approximation,  on  pourra  arriver  h 
ce  résultat. 

On  écrira  l'hodographe,  d'une  manière  identique 

(h  (j  (lu 


COS"  T  c 


«costF  ( ) 

\COST' 


et,  pour  rendre  le  deuxième  membre  fonction  de  u  seul, 
on  remplacera,  par  des  constanles  convenablement 
choisies,  les  deux  cosinus  qui  figurent  au  dénominateur. 
Le  premier  étant  remplacé  par  cos  A  et  le  deuxième 
par  cos  [JL,  on  aura  : 

(k  g  (lu 


cos-  T       c  cos 


Vr^nvi  II  / 


\COS  «JL 


Posant  ensuite   7   = ,   on  prendra   o-  comme 

cos  a  ^ 

variable  et  les  équations  différentielles  du  mouvement 
seront  les  suivantes  : 


(k 

(1          d'y 

''                                                               m 

dx               0"'^     rfr 

• 

cos-  T 

COS  'JL 

k 

ccosÂ  (J  F(o')  ' 
0"     (k 

(J    cos-  T  ' 

cos-  [JL                    (J   cos''  T  ' 

dy                fj'            rfT 

— 1—  — tg  '^  — r- 

cos''  Y-             !/          ces''  T 
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252.  Formules  générales  de  Siacci.  —  Ces 
équations  s'intègrent  immédiatement  comme  les  équa- 
tions du  tir  de  plein  fouet  (219)  et  donnent  le  système 
suivant  : 


l^-T=lga+ 


Jq— J. 

ccosX  ' 


X 


COS-'[Jl 

c  cos  ). 


V" 


Do); 


cos  UL    ,  . 


cos    |JL 


c  cos  X 


C'COS 


jyjA  — Ao— Jo(D  — Do)] 


La  variable  o*  des  quatre  fonctions  balistiques   est 
telle  que 


u 


cos  |JL 


Ce  sont  là  les  trajectoires  les  plus  générales  de  Siacci, 
avec  leurs  deux  coefficients  cos  X  et  cos  ul. 
On  aura  : 


Au  point  de  chute 


et 


*K^^  =  %a  + 


c  cos  y. 


=  cos  UL  :r^ 


=  COS" 


c  cos  A 

D..— D, 

c  cos  A 


D..— Do 


=  J(j+ccosX  Iga 


o  =tga  + 


au  sommet  : 

Jo         Js 


Tj,  =  cos  |j. 


Xs=COS"'^  jJL 


c  cos  A 

c  cos  ). 

Ds  — Dp 

c  cos  ). 


COS'  a   r  ,  _  X , 

T--V-  [As— Ao— Jo(Ds— Djl 


C'COS' A 


253.  Trajectoires  limites.  —  Hien  n'indique,  a 
priori^  quelles  valeurs  on  doit  attribuer  à  cos  A  et  à  cos  u 
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dans  les  équalioiis  ci-dessus  et  pour  rechercher  ces 
valeurs  il  est  clair  qu'il  sera  nécessaire  de  recourir  à  une 
ihéorie  plus  complète,  qui  consistera  à  rechercher  Tex- 
pression  du  second  terme  ainsi  que  nous  le  ferons  plus 
loin  (Ch.  at). 

Tout  ce  qu'on  peut  dire,  çl  priori^  c'est  que  si  on  con- 
sidère la  trajectoire  entière,  cos  A  et  cos  jjl  ne  peuvent 
varier  qu'entre  i  et  cos  w,  valeurs  qui  correspondent 
aux  limites  extrêmes  des  variations  de  t,  de  o  au  som- 
met, à  to  au  point  de  chute. 

i*^  Trajectoire  mininiam.  —  Dans  les  équations  du 
mouvement,  l'hodographc  seul  a  été  altéré  (25i)  et  on 
Ta  écrit  : 

du 


a-:           (j 

cos-  T            C 

au  lieu  de 

fk                (J 

COS"  T            C 

COS  A  «F  ( ) 

\cos  a/ 


du 


cosT  wr 


^COS  T/ 


(i)  Si  on  prend  cos  X  ==  i ,  on  aura  cos  X  =  cj^  cos  t, 
Y^  étani  un  cooflicient  variable,  mais  toujours  plus  grand 
(|ue  I. 

h)  Si  on  prend  cos  [x  =  cos  co,  on  aura  : 


i;(_^    >F^   « 


^COStO/  .    VCOS'T/ 


c'est-à-dire  F )  =  7.,  F  ( ) ,  r/.,  étant  un  coeflî- 

\cos|ji/         •'■      \cos  T/     '" 

cionl  plus  <>raiul  (pio  i. 
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Donc 

^  /      M      \  L^  /     " 

c  cos  A  u  r  I 1  =  q^qf  cos  t  ar 


XCOSjJL/  ^*'^  \COST' 

L'altération  qu'on  fait  subir  à  riiodographe  revient 
donc  à  multiplier  le  coefficient  balistique  c  par  un  pro- 
duit q^q^  qui  est  plus  grand  queTunité. 

Donc,  d'après  un  théorème  général  (129),  la  trajec- 
toire modifiée  est  au-dessous  de  la  trajectoire  réelle. 
Elle  représente  la  trajectoire  minimum. 

^ous  la  désignerons  par  trajectoire  \ 

^  ^  >»  )  cos  UL  =  cos  (O . 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  trajectoire  ne 
reste  pas  constamment  au-dessous  de  la  trajectoire  véri- 
table, car  on  peut  répéter  sur  celle-ci  la  démonstration 
du  n"  240  et  montrer  qu'elle  a  une  branche  descendante 
de  forme  parabolique  qui  coupe  forcément  la  trajectoire 
vraie,  mais  en  un  point  en  aval  du  point  de  chute. 

2"  Trajectoire  maximum-,  —  On  démontrerait  exac- 
tement par  le  même  procédé,  qu'on  remplace  le  coeffi- 
cient balistique  c  de  la  véritable  trajectoire  par  un  autre 
plus  foible,  et  par  suite  qu'on  a  une  trajectoire  maxi- 
mum en  considérant  celle  qui  est  désignée  par  la  nota- 

S  cos  \  =  cos  co 
tion  ; 

r   COS   JJL  =    I  . 

Mais  nous  avons  démontré  de  plus  (241)  que,  avec 
la  fonction  F(r)  expérimentale,  la  trajectoire  de  plein  fouet 

du  Chapitre  i\,  désififnée  par  la  notation  \  ^^^  ' 
était  aussi  une  trajectoire  maximum. 

254.    Différence   entre    deux   trajectoires  de 

Siacci.   —  Toutes  les  trajectohes  de  Siacci  forment 
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a 


'^k. 


:*/ 


Flg.  74. 


lin  faisceau  limité  par  les  trajectoires  ci-dessus  définies 

et  à  l'intérieur  duquel,  dans  une  position  inconnue  se 

trouve  la  trajectoire  véri- 
table. Il  est  d'ailleurs 
évident  que  toutes  ces 
trajectoires  ne  diffèrent 
que  par  wi  terme  du  troi- 
sième  ordre  en  t,  car  le 
développement  de  cos  A 
et  de  cos  jjl  se  ferait  d'une 

manière  tout 'à  fait  analogue  à  celle  qui  a  été  employée 

au  n"*  214. 

Proposons-nous  de  chercher  la  différence  entre  une 

trajectoire  quelconcme  de  Siacci  \  '  et  la  trajectoire 

V  cos  y   ^^^  I 
(le  plein  fouet  ]      '    '  étudiée  au  chapitre  précé- 

denl. 

Nous  n'examinerons  que  le  point  de  chute  ;  le  calcul 
est  assez  analogue  à  celui  du  n^  245  pour  rétablisse- 
ment des  formules  différentielles. 

Soit  a„,  la  vitesse  restante  horizontale  de  la  trajec- 

loifp  ;      '    '  ,  vitesse  qui  satisfait  à  la  relation 

'    cos  [A  :^     I 

A(»...)  —  A(«„)  _      ,    ^     ,    ^  x„  „ 
D(«„,)  -  DK)  -  ''("")  +  '  *S  "• 

Soit  d'autre  part  «,.,  +  ô  la  vitesse  restante  de  la  trajec- 

,  .      s  cos  A    ^  , 

loi  PO   :  .  (Jii  prendra 


cos  'J. 


cos 


s).= 


K' 


et 


cos 


à  ML  5=  I  ^-- 

2 
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d'où 


U 


COS^f. 


w  1  I  H-  — 


La  formule  du  n"  202  devient  alors  : 
D  (  w«  +  S  +  ~  "-)  — 1>  ( '*o  +  ^  "()) 


)r^ 


2  '     ^ 


Développant  cette  équation  par  la  formule  de  Tavlor, 
on  obtiendra  une  relation  entre  0,  jjl"  et  a".  Soit  0  dési- 
frné  maintenant  par  A^  u,..  On  trouve  : 


3 1— i."' 


\\  w,.  =  ^ 

•*  2 


F,,  ff5  tg  g  —  ryX 
1%       u,.,  tg  0) 


a 


C) 


X-  tgg  rF,, 

2    tgw    /f,. 


\ 


Pour  un  autre  élément,  X  par  exemple,  on  écrira  : 


I 

2 


—  7  [»(«»)  -  I>(«o) 


et  comme  o  est  connu,  on  aura  A"'*  X  en  fonction  de  X 
et  de  [ji. 

On  arrive  ainsi  au  s\ sterne  des  formules  suivantes, 
on  introduisant   dans   les   équations  la   fonclion   (•'.  17) 


Z  = 


ut  tg  w 


>I.EIN   FOIET 


■^Arx  ifîo 


_«iF^, 


Dans  les  termes  de  droite,  o 


l(j-/  \i!^ch\. 


innnil  les  forniuies 


!  maximum 


du  n°  247,  - —  clanl  remplacé  par tg-  X, 

Ainsi,  par  exemple,  l'étendue  en  portée  du  faisceau 

dea  trajectoires  de  Siacci  entre  la  trajectoire  minimma 

cos  I         ^1^  ig  [rajedoi 

est  donnée  par  la  formule  ; 

^î'^ -■="-'•  ■"[■s; 

'2^5.  Valeurs  diverses  admises  pour  cos  a  et 

pour  COB  u.  — ■  Suivant  les  auleui's,  di\erses  valeurs 
ont  été  admises  pour  les  valeui-s  de  coa/.  et  de 
(ju'il  convient  de  porter  dans  t'équalion  du  n°  aSaf 
comme  on  l'a  dit,  une  détermination  précise  exige  une. 
seconde  appi-oximalion  du  problème. 

1"  Siacci,  dans  le  premier  exposé  cju'il  donne  de 
méthode,  choisi!  tout  d'abord  cos).  =  eus  ij.  ^=  cos 

'  Plus  lard,  en  vue  de  faire  coïncider  dans  un  c 
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particulier,  les  trajectoires  du  n^  262  avec  des  trajec- 
toires que  Texpérience  vérifiait  (274) ^  Siacci  choisit 


cos  a  =  cos  a 


et 


cos  À  =  cos'  a. 


Les  formules  du  point  de  chute  deviennent  alors 


Jo  —  ^^'> 


tgw  = 

—  tgaH- 

cos'^  a 

T  — 

cos  a 

c 

X  — 

D«  —  Do 

c 

XXui   """ 

-^»            .T 

1  ' 

D.  — Do  "         2 

La  variable  dans  ces  équations  est  o*  — 
est  désignée  par  Siacci  sous  le  nom  de 
pseudo-vitesse;  c'est  la  projection  MP  de 
la  vitesse  v  sur  la  tangente  à  Torigine  de 
la  trajectoire,  parallèlement  à  Taxe  des  y. 

3"  Didion^  pour  un  cas  particulier,  et 
Mayewski^  pour  le  cas  général,  prennent 


cos  A  =  cos  'JL  =  — , 

'  m 


u 


cos  a 


Elle 


F 


HT        r-   \ 


//*  étant  une  quantité  (rapport  de  l'arc  à   sa  projeclion 
dans  le  vide  (18))  dont  la  valeur  esl 


m 


t{f  a  —  tg  M 


avec 


(k 


Jo     cos*-: 


L'expression  de  m  est  une  moyenne  entre  les  dilTé- 

DALISTIQIK. 


'21 
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ri'nlcs  vnlnirs  de  cpst,  depuis  a  jusqu'il  lo.  D'iiprt 
(lrvolo|i|icmcnt  dv  ^.h)  en  série  (i6o)  on  a  : 


4"  D'apii'a  ce  qui  a  élé  démonli-t;  pi-écédcuiment,  or 
iiblieiidrait  uhr  Irajectoirc  inlcvim^diairo  mire  la  tra- 


jciîtou'Q  maximum 


_      e(  la  Irajeftoirc   minÎT 
adnplanl     uiir     IrajecloÎM' 


^'"'^■=c'os. 

Mais,  dans  le  |iih)j1,miu-  iiisulidjlc  dn  rliuix  a  priori 
du  cocEQeicnl.  comcnable,  on  ne  dnil  |>a,-.  |H'idrc  di' 
MIC  les  doux  pciiiilH  suîvanls  : 

,(:  Le  choix  dr  ce  coefficieiil  ,i'iiillui.  .pie  si,i-  K- 
secfind  lerme  de  ta  si'rio  qui  csl  du  Iroisi^nn'  ni-drc  ; 
Mliil  que  ce  terme  de\iendrn  notable,  fin  sem  obligé, de 
lui  en  adjoindre  un  autre,  du  même  ordre  de  f,'ran(Ieur,î 
destiné  à  tenir  compte  de  la  variation  de  la  dcneilû  d^; 
rnir  avec  l'allilude  i'4  '■  Or  ce  terme  a  pour  oITel  d'agir] 
PII  sens  imorsp  du  pirmier  eu  diminuani  le  coeOicien^ 
bilisliqiie;  il  tendra  donc  à  rapproclier  cos  ji  de  l'unît^. 

Il:  Sitôt  que  le  ileu\iéme  lernie  de  la  série  devient 
important,  on  sort  de  In  région  où  les  formules  simples 
lin  tir  de  plein  fond  sont  applicables  et  il  ile\ienl 
iLi'Tessaire  de  calculer  le  second  terme  de  la  -l'iie  |mr 
des  t'ormnles  plus  compliquées. 

Pour  ces  raisons,  le  choix  de  la  Iraieeloire  de  [ileiii 
fouet  la  plus  simple  (cos^.  ^  los  ;j.  =  i  i\m  omduil 
auv  équations  du  n"  219,  s'impose. 
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256.  Trajectoire  où  v  est  la  variable  indépen- 
dante. —  On  peut  se  doniandcr  si  la  Irajocloiro  répon- 
dant aux  équations  du  lir  de  |)loin  fouet  ait)  ,  mais  où, 
au  lieu  de  a,  on  prendrait  pour  variable  indépendante 
la  vitesse  v  elle-niénie,  lail  |)artie  du  «ifioupe  des  tra- 
jectoires de  Siacci. 

11  est  aisé  de  \(nv  (fu'il  n'en  est  rien.  En  elTet,  on 
peut  obtenir  ces  équations  en  partant  de  l'iiodo^raplie 
écrit  de  la  manière  suivante,  à  im  terme  en  t^  ])res. 

(I       (Iv  7      .         ,  fk 
'i~  sin  T  fh  = 


'    V  CV  COS-T 

On  obtiendra  les  équations  du  tir  de  plein  fouet  arec 
1(1  rar table  i\  en  écrivant 

(j       (Ir  (h 

r    /'F  r  cos^T 

et  en  né«»iigeant  par  suite  im  terme  —^  siuT  fh  qui  est 
du  second  ordre  en  t. 

J\mr  qu'on  ne  néf^di^reat  (pi'un  terme  du  troisième 

ordre,  il  faudrait  donc  (itie  — ~  fut   une  (luanlité  très 

'       cv  ' 

|)elite,  de  Tordre  de  ^nandeur  de  t,  ce  que  nous  n'avons 
pas  supposé     2i!i  .   Cette   bvpothèse  rentre,   en   (^tlèt, 
dans  un  autre  problème.     Tir  tendu  à  f/ntnf/e  rllesse, 
(ùhap.  xni. 

257.  Formules  de  Sladen.  —  On  trouve,  dans 
(piolques  Traités  de  Balislicpie,  des  formules  dites  par- 
fois «  de  Sladen  »  qui  sont  d'ailleurs  la  «rénéralisation 
de  formules  employées  depuis  lon^Memps  |)ar  les  balis- 
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licicns  du  xviii^  siècle,  dans  des  cas  particuliers.  Ou 
les  établit  comme  il  suit  : 

Si  on  considère  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement sous  la  forme  f86^ 

-^  ^  —  cF(r;  cos  T  ;       ^  =  —  y  —  cF{v)  sin  t. 

la  première  se  réduit  à 

±=-  cF(v^ 
dt  ^^ 

dans  le  cas  où  cos  t  est  voisin  de  Tunité,  car  la  vitesse 
se  projette  en  vraie  grandeur  sur  Taxe  des  x  ;  il  en  est 
(le  même  de  la  résistance  de  Tair. 
r.a  seconde  se  réduit  à 

d'y 

(|iiand,  par  suite  de  la  petitesse  du  facteur  siuT,  le  terme 
rF  sinT,  projection  de  la  résistance  sur  Taxe  des  y, 
devient  négligeable  devant  (j. 

Les  deux  mouvements  sont  ainsi  indépendants  Tun 
de  l'autre  et,  intégrés,  ces  équations  donnent  : 

X  = ,  V  sin  T  =  \  0  sm  a  —  gt 

Il  \  a  ainsi  un  mélange,  le  plus  souvent  peu  correct, 
dos  deux  cas-limites  du  problème  balistique,  la  colonne 
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de  gauche  représentant  le  iîk  uvement  rcctiligne  (j  =  o 
et  la  colonne  de  droite  représentant  le  mouvement  dans 
Je  vide,  cF  ==  o. 

Mais,    voyons  à  quelles    hypothèses    correspondent 
réellement  ces  formules.  L'équation  en  x  s'écrit  : 


<l^^  =  -ct»cos. 


ou 


dt 


do  ,        d'y  _, 

COS  T  —j- V  Sm  T  -77-  =  —  et  cos  T 

dt  dt 


ou  encore  à  un  terme  du  troisième  ordre  près. 

du 


( 


II 


==  —  cF  —  y  sin  t. 


Pour  qu'on  puisse  négliger  le  terme  y  sin  t  devant 
cF,  il  faut  que  y  siuT  soit  très  petit  par  rapport  a  cV. 
Dans  l'autre  équation 

fi'Y 
-^  =  —  (j  —  cV  sin  T, 

pour  qu'on  puisse  négliger  le  second  terme  du  deuxième 
membre,  il  faut  que  cV  sin  t  soit  très  petit  par  ra[)p()rl 
a  (J.  Ce  sont  là  des  conditions  conlradicloires  o\\  géné- 
ral, hors  le  cas  d'une  extrême  petitesse  de  sin  t. 

Les  fornmles  de  Sladen  ne  sont  donc  applicables  i\\w 
dans  l'hypothèse  où  on  a  vérifié,  sur  toute  l'étendue  de 
la  trajectoire;  i  "  que  ^y  si  ut  est  négligeable  devant  rF  r  , 
2"  que  cF  sin  t  est  négligeable  devant  <y. 


(t.i  aiimil  rt!oi>  : 


,7 
^.  =  \/|\si[ia- 
S.  -^  S„  -+-  ''\\ 


/'.,//*/  '/<■  chiilv. 


S„^-S„-|-c'r  =  2S,— 


y,j«    Déflnition.  ^  Les  équations  du  lir  ilc  jili 

l'nliPl,  M»i(  mius  la  loviiic  donni^p  au  Cliapilrc  lv,  suit 
sous  lii  tbrniL'  donii^'p  nu  |)anif.'riiplie  pi'Oci'tlent,  per- 
riiellpot  la  irsolulion,  [iliis  im  nmins  dircclc  et  facilft^ 
des  pniMèiiiPs  di'  lir  (liii-  les  iiiédjndr'S  cxposces  aux  J  » 
noyn  dr  luhlfif  l'i  siinplc  eiilri'r  des  TonctionS' 
d.'SiaLTi  J,  S.  D  cl  A. 

L  pi'iil  [iimncL'  à  la  snliiliou  don  prtiblènies  àtti 
juuiiu  de  siiiiplii:il(>  qu'elle  coiliporle,  par 
■  laliks  t)  ihndite  fiilrâc.  calcult'es  d'avance  et' 
■■  nous  donnous  lv  nnui  frémirai  de  fondions- 
.•^ecm-luin-f .  De  luMcs  liddts,  îmliquép-s  d'abord  par" 
|>idii>n  dans  un  l'Uâ  particulier,  puis  pav  Siacci  dan», 
le  cas  fjt'nt'i'ai  tinl  è\v  cajculécs  par  dilTérents  aiitnui 
Iti'arcialini,  Parodi,  de  la  LlaM\  ih-  \i:ns  rinnnemns 
iei  la  llii^orie  p'in'-ralc  de  ers  uMr^. 

23t},  Première  espèce  de  fonctions  secondaires 

<n,i,  u)    —  ^^us  avons  rptirnnln'  nn  problème  (ralcid 


Ijalislici 


remploi  ,: 
auxquelles 
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do  X,  connaissant  Y^^,  a,  et  c)  (aSi)  où  une  table  à  double 

entrée  de  la  fonction  — - — ■■ — -  des  deux  variables  il  et 

D.  —  D_o 
//,,  aurait  permis  la  solution  immédiate  du  problème. 

On  peut  généraliser  la  solution  ;  écrivons  à  cet  eflel  les 

équations  du    tir  de  plein  fouet  (^19)  de   la  manière 

suivante,  pour  uu  point  quelconque  de  la  trajectoire. 

e  (tg  T  —  tg  a)  =  J,  —  J  =  igj(w„  u) 

cx  =  iy  —  Do  =  iSi)(Wo,  u) 

cl=  S  —  So  =  ^s('*o^  '0 


Si  donc  on  a  calculé  les  tables  des  quatre  fonctions 
i£ji,  U^ii,  ^?si  '^A>  dont  on  a  l'expression  en  fonction 
<les  quatre  fondions  J,  D,  S  et  A,  on  pourra  facile- 
ment résoudre  les  problèmes  de  tir. 

\insi,  en  faisant  y  --^^  o,  dans  la  dernière,  la  fonc- 
tion !£\[u^,  «w)  se  rapportera  au  point  de  cbute  ;  dv 
même  la  première  en  y  faisant  t  :^  o  se  raj)j)()rtera  au 
sommet 

Kn  réalité  la  deinière  table,  celle  de  la  fond  ion  i^^ 

)U  celle  de  la  fonction — -]  est  la  seule (lui  scMail 

D...  —  D,  /  * 

utile  ;  car. les  autres  éléments  sont  donnés  par  des  for- 
mules evtrèmement  simples.  D'autre  pitrt,  à  moins 
<ravoir  une  étendue  considérable,  les  tables  des  fonc- 
linns  secondaires  obligent  à  une  interpolation  double, 
opération  cpii  n'es!  point  toujours  suffisannuent  pré- 
cis(\ 
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r^ôo.  Seconde  espèce  de  fonctions  secondaires 

(uo,  ex).  —  Une  fois  les  tables  précédentes  calculées 
avec  leur  double  argument  u^  et  w,  il  est  possible  d'en 
déduire  d'autres  tables  à  double  entrée,  donnant 
d'autres  fonctions  secondaires  ;  on  peut  prendre  en 
elfet,  comme  variable  dans  S,,,  jS,>  etc.,  au  lieu  de  m, 
une  des  quantités  du  premier  membre,  et  on  aura  ainsi 
(juatre  nouvelles  espèces  de  fonctions  balistiques  ayant 
comme  variables  u^  et  c  (tgT  —  tga),  u^  et  ex,  u^  et  c/, 

a,  et  c  ^Iga—  -^ 

Coite  opération  revient  simplement  à  un  changement 

d'argument  :  on  construira  par  exemple 
les  courbes  de  ex  en  fonction  de  a^  et 
u,  pour  des  valeurs  de  ex  on  progres- 
sion arillimétique  ;  on  les  coupera  par 
une  parallèle  à  l'axe  des  u  et  ce  sont 
les  valeurs  do  a  ainsi  trouvées  ([uî 
figureront  dans  la  table  ayant  maintenant  comme  argii- 
monl  Uq  et  ex. 

\in  pratique,  parmi  les  quatre  espèces  de  fondions 
secondaires  qu'on  peut  considérer,  la  seule  qui  ail 
donné  lieu  à  la  confection  de  tables  numériques  est 
rollo  où  les  variables  sont  a^  et  ex;  on  a  ainsj  : 


Fi"-    -() 


e  i  tg  T 


u 
et. 


r(tga-^) 


Q,)(u„  ex) 


'*6i.  Les  facteurs  de  la  trajectoire.  —  Le  gêné- 
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rai  Didion  et  plus  lard  le  général  Maycwski,  avaient, 
dans  des  cas  particuliers  (261-262)  donné  leurs  for- 
mules de  tir  sous  la  forme  précédente  de  fonctions  des 
deux  variables  u^  et  ex  ;  mais  ils  les  avaient  transfor- 
mées de  manière  à  ce  qu'elles  ne  diffèrent  des  équa- 
tions du  vide,  avec  la  variable  x  (19),  que  par  une  fonc- 
tion de  u^  et  ex.  Ils  écrivaient  ainsi  : 

•2 
y      =  X  tg  a  —  — — j-  Q\[ii^^  ex)         ce  qui  est  Téqua- 

"  tion  de  la  trajectoire 

tg  T  =  tg  a  —  -Ç  0"j(a,,  ex) 

"        =  «0  ^d(Wo>  ^^) 
X 

On  donne  au\  fonctions  Çj  le  nom  de  fae leurs  de  la 
trajectoire  et  Siacci  s*est  proposé  le  problème  d'(»vpi*i- 
mer,  dans  le  cas  général,  ces  facteurs  au  moyen  des 
fonctions  balistiques  du  tir  de  plein  fouet,  \oiri  l'ana- 
lyse qu'il  emploie. 

I^osons  tout  d'abord  ex  =x'.  On  a 

D(a)  =  Do  +  x'. 

Prenons  comme  variable  (D^  +  x')  et  exprimons  les 
autres  fonctions  balistiques  au  mo}en  de  celte  variable. 
On  pourra  écrire  : 

u  =  D(D„  +  X') 
J(«)  =  J(Do  +  .//) 
S(«)  =_S(D„  +  x') 
A(«)  =  V(D„  +  X') 

•21. 
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Los  nolalions  D,  J,  S  et  A  indiquant  quatre    fonc- 
tions (le  la  variable  ,'d„  +  x\ . 

Prenant  les  dérivées,  par  rapport  à  x\  on  aura  : 

./ d^    (Id    -^f ^i^.  T' ^  ^1^ 

(Ijy    dx'  '  '  7ÏD   dx' '  '  ~dB  'fïx' 

,,  .  diy 

Mais  -j—r  =    I  . 

(Ix 

D'aulre.  pari,    d'après    les  définilions  des  fonctions 
balistiques  : 

dj  ^         _f/S   1  dA  

dD        ~ïiF  '       "(ÏB         TT  '       'dB 

On  a  donc  : 

P(D„  +  X')  =  Â"(D„  +cc')=jr 
S'(D„  +  X')  =  i- 
T'(D„  +  x')  =  J(h)  =T(D„  +  x') 
En  |)liis,  on  doil  rcniai'qner  qu'à  l'origine  : 

S,  =  S(Dj,   S'(D,)  =  -^  ,  //,  =  D(Do). 


''o 


K(ri>()Fîs   niainlenanl  les  équations  du  tir  de   plein 
fonel  ('2  1  5    de  la  jnanière  suivante  : 


7^/J  —  Jy    .A 

(o-^  -=  {<^  a  —  -^    '  u-\ 

ir^  \    (jcx        7 


'  =  -  1 5=:^-  ". 


//„  \     ex 


V  =  X  l<i-  a  —  ^    -J—^ '  


) 
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Mais,  on  a  exprimé  ci-dessus  lous  les  termes  qui  figureul 
entre  parenthèses  au  moyen  des  fonctions  de  (Do  +  '^) 
et   on    peut  écrire  : 

(jx'  1(0,  +  x)  —  \(D,)  —  x'  Â'(Dj 


y  =  x  lii:  a  — 


2aÂ  j;    -r: 


—  \"iiy 

1        ^ 


\ 


•'■•^'='— ■S^v'"--'" 


D(D„  +  .r' 


\ 


On  peut  remar(juer  la  forme  curieuse  des  facteurs 
de  la  trajectoire  qui  apj)araissent  comme  disposés  pour 
leur  dé\el()ppement  par  la  série  de  Taylor. 

On  a  ainsi,  par  ces  formules,  l'expression  générale 
des  facteurs  Q  de  la  trajectoire  de  plein  fouet.  Dans 
le  cas  général  d'une  trajectoire  quelconque  les  facteurs 
de  la  trajectoire  dé|)endent  des  trois  variables  \„,  a 
et  j:'  (i4i)  \  ^^  simplification  que  riiypothése  du  lir 
de  plein  fouet  apporte  dans  les  équations  est  donc-  de 
réduire  ces  trois  \arial)les  à  deux,  savoir  «„  =  \\,  cos  a 
et  x' . 

Les  facteurs  de  la  trajectoire  peuvent  encore  s'expri- 
mer sous  forme  d'intégrales,  en  fonction  de  la  quantilé 
i3(Do+  x')  qui  est  telle  que  a  =  D(Dy  +  x'). 
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On  a  en  effet  : 

qx       lâ    r'^[  dx' 

tgT=  Iga  _^X-4  /  ^'=- 

^  ui       X  Jo     D^ 

X        u,,    r-^'  dx' 

qx'       lul  r'  ,  ,  r'  dx' 

D 

a  =  a,  X  ~ 

Les  fonctions  à  droite  des  signes  X  ne  renferment 
cjne  les  deux  variables  a,,  et  x'  :  ce  sont  les  fadeurs  Q 
(le  la  trajectoire. 

262.  Première  application.  Calcul  des  facteurs 
de  la  trajectoire  [de  Saint-Robert  et  Mayeivskil. 

—  Do  Saint-Robert  avait  adopté  comme  loi  de  résistance  la 
(onction 

Viy)  =av\\.  +6u^). 

(ihcrclions  dans  cette  hypothèse  l'expression  des  facteurs 
do  la  trajectoire. 

i^  11  faut  tout  d'abord  calculer  la  fonction  D,  telle  que 

Or,  la  relation  qui  relie  x  et  u  est  donnée  par  l'inlégralo 
— —   ce  (lui  dans  l'hypothèse  ci-dessus  s'écrira  : 

_ •       r^         dn 

Posant  maintenant  acx  =  x',  il  viendra  : 

f        <hi  /•"/■  bu     \ 
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Et  intégrant,  on  obtient'  : 


X' 


ou 


bien 


==  —  Los: Los:  — • 


Ml 


x'  =■—  Lo" 


1 

•2 


iTq   I  +  bu} 
^  1^  I  +  6mJ 


On  en  déduira,   par  un  calcul  aisé,  l'expression  de  u  en 
l'onction  de  x'  qui  est 


a 


«0 


V/(i+6«3)rî^^  — 6«^ 


"«^■£ 


•2<»  Ca/cw/  de       /     =- 

.^0     D^ 


On  a  : 


d'où  : 


dx'  f     =^. 


On  a  : 


r  dx'  r  :^ = -,  r  {'-{'+ ^«o)  (  t'-"' — 0— '^"o  ^')  '^•''' 

Ljija  (e-ix/  _  .^  y  _  1  )  _  6»^  ./•'-' 


'2  «î 


4° 
on  a  : 


Calcul  de       1      — r- 

/      -^=  -   /     ^(  1  -f-  ^"o^)  e'^'  -  ^"ï  ^^•' 


3:4 
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Mais  celle  inlégrale  ne  paraît  pas  pouvoir  s'obtenir  sim- 
plement ;  on  procède  par  riiitégration  directe  de  la  fonc- 
tion balislique  S  =  —    /  -p — : 

1  J   lui. 

On  a  en  elTel  : 


0 


cl 


d'où 


/''"    du        ^  /'•" 


(/« 


«H-  (i  +  6m-j 


rfo/  =  —   /     (— r 7—j-j]dii 

= —  ^6  (arc  tg  «0  yb 


arc 


tg  «  V^6) . 


Kemplaçant  maintenant  u  par  sa  valeur  en  fonction  de 


//„  et  x'.  il  viendra 


./•     I 


ifi)  .r 


—  u,)\'b  (arc  tgUoV  6 —  arc  fg  -7 


«oV^^ 


[/{i  +  ba;)e'-'—bul 


"i^  En  résumé,  les  (acteurs  Ç  de  la  trajectoire  dans  riiy- 
polhèse  F(i'j  =  av-  (1  +  6v-)  ont  les  valeurs  suivantes  : 


(l\(lnil,-j.x')  = 

ii\  (  bul  -ix)  = 
Çu{bul,-ix')  = 


if  s  [biil  -J.x') 


(i^bul)ie'^'        -ix' 

-■) 

■ix'^ 

•K 

■2X' 
1 

bai 


\/ (i -^  bul)  e'-' —  bui 


X' 


y  (  I  +  bui)  e--'  —  bui  —  1 
—  u^  ^b  (  arc  li^î?oV  ^ — ^^^^  l 


rr 


Uo\/b 


(v/i+K)^'''— K' 
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Les  quatre  facteurs  de  la  trajectoire  sont  exprimés  en  l'onc- 
tion des  deux  variables  bul  et  ix'.  Aux  notations  près,  ce  sont 
les  fonctions  ig(r,  VJ),  J(r,  VJ),  V(z,  \ J),  ^6(r,  Y-Jj,  dont 
le  général  Mavewski  dans  son  Traité  de  Balistique  a  calculé 
les  tables  numériques  et  pour  lesquelles  il  pose  : 

263.  Deuxième  application.  —  Calcul  des  fac- 
teurs de  la  trajectoire  Didion  .  —  Le  général 
Didion  adopte  comme  loi  de  résistance  de  l'air 

F(i»)  =av-  (1  -|-  61» j. 

IWons  encore  aca'  =  x' ,  on  obtiendra  par  un  procédé  de 
calcul  analogue  à  celui  emplo\é  au  numéro  précédent  les 
valeurs  suivantes  des  facteurs  cfe  la  trajectoire  : 


^/a(/>«o,.^'.)  =  (ï+^"o)- 


e-^  — ix  —  1 


•ix'^ 


Çj,  (6«o.  J-')  =  (  i  +  ^wo)' 


—  \  (  1  +  buo)  bu, ^ +  b-ui 


ix' 


e'' — 1 


e'-' 


—  •2(1  +  6Hy)  buo ; \-  b-u; 

Les  labiés  des  quatre  fonctions  Çt{bu^,x)  se  trouvent  dans 

le  Traité  de  Balistique  du  général  Didion,  aux  notations  près. 

v 

Les  variables  de  Didion  sont =  bun,  ix  =  x'  i  étant  un 

/• 

coefiicient  arbitraire  ;  il  pose  alors  : 

iU  =  €Ë;ij4  =  <.'i  ;  Çs  ■■=  'i'  ;  (Jt>  =  ^. 
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264.  Cas  de  F(v)  =  av-.  —  Eu  faisant  6=0,  aussi 
bien  dans  les  formules  du  général  Maycwski  que  dans  celles 
du  général  Didiou,  on  trouve  les  facteurs  de  la  trajectoire 
])oiir  une  résistance  quadratique  : 


(/.I    (^')  = 


eM'  —  'ix^ 


•2X'- 


e^' 


•2X' 


Qs  (x')  = 


gX/  j 


X' 


Dans  ces  formules,  ./;'  =  acx  ou  suivant  la  notation  ordi- 
naire x'  =  b^x. 

Il  existe  des  tables  numériques  de  ces  facteurs  de  ja  tra- 
jectoire ;  mais,  ainsi  ([non  le  \oit,  ces  tables  sont  mainte- 
nant à  simple  entrée,  la  variable  u,)  n'y  ligurant  plus. 

'a65.  Facteurs  de  tir.  —  Siacci  a  dénommé  yrtc//^Mr&- 
de  lir  certains  rapports  qui  lient  entre  eux  les  éléments  du 
point  de  cluite  ou  du  sommet  de  la  trajectoire. 

Il  a,  en  particulier,  considéré  les  suivants,  qui  sont  dosi- 
gnés  ici  par  la  notation  (ju'il  a  adoptée  : 

T 


\'i  Sill 

f '-^ 

• 

f         -^- 

V/X  tg  a 


Y 
f.  = 


Xtga 


U  est  facile  de  trouver  l'expression  de  ces  facteurs  de  tir, 
en  fonction  des  facteurs  de  la  trajectoire  (•j.^o). 
On  a  en  eiTet  :  

'À  k     /  '2.       ^ 

f  =(!a(iIo,(-'<).      f^=i—-jiJj(uo,c\),      fj  =  y ---7|(;s(«(,.  r\) 
[t'D\P(i',CX)  ^  I 
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La  connaissance  d'un  des  facteurs  (/  détermine  tous  les 
autres,  à  condition  qu'on  connaisse,  en  outre,  soit  Uq,  soit  cX. 
Le  facteur  de  Li  trajectoire  Çj  («o,  cXs)  relatif  au  sommet 
est  lié  au  facteur  Ça.  («oi  ^^)  du  point  de  chute  par  la  rela- 
tion 

•■^-^s  Çj  («0,  ^'Xs)  =  \Ça  («0,  cX) 

ce  qui  au  moyen  d'une  table  à  double  entrée  (cX  et  Uq)  permet 
le  calcul  de  Xs  et  Çj  («o,  cXs). 

266.  Exercices.  —  (D'après  Siacci.) 

10  Démontrer  que  soit  pour  la  résistance  cubique,  soit 
pour  la  résistance  niquadra tique,  en  désignant  par  z'  l'in- 
clinaison du  point  d'abscisse  -^—  ,  on  a  : 

1 

'2**  Démontrer  que  quand  la  résistance  suit  l'une  des  deux 
lois  précédentes,  en  désignant  par  «'  la  vitesse  horizontale  à 

la  dislance  —,  on  a  : 

•2 


gx- 

y=:X   tgX— ^^Yj— 7^ 


I    -I- 


■'(^)1- 


i^  Démontrer  que  dans  le  cas  de  la  loi  biquadralicjue, 
l'équation  de  la  trajectoire  est 

x{\  —  .7;)   j!  tg (1)  -|-  (X  —  X)  Ig  a^ 

/=  ^        X^^  '        "• 

4^  Démontrer  ([ue  cette  trajectoire  partage  par  moitié  la 
surlace  comprise  entre  les  deux:  paraboles  donnant  la  ménu^ 
portée  et  ayant  pour  inclinaisons  evtrèmes,  la  première  a, 
la  seconde  w. 

>**  Démontrer  qu'on  a  au  point  de  chute 

.  -U  *^'  ""  V  S'^ 

i  -h  :  —  =  —  c\-pr- 
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(lilfi' l'eu  lier   l'cqnolioii   (le  la  Irajcctoiro  du    n"  aOu.  ijui 
iloim<>  Ig  -  :  l'ail  ,c  =  \  pt  -:  =  m].  En  cUyuiro  la  lormnlf 


Usage  de  cette  hypothèse 

Li      ^1  IL     ni    11   L\  iiiilLciilioi  de 


-UIJ- 


l  >.  (iiv 


Li.„ii(o 

Il  ti<|ii  -<  J     s    D  lI  A  -notent 
Il  (("Uni  (  \priinci  lous  les 
.  (I<  plein  I  liai  sini*  loimo  d»; 
iiH  h  MTnlik  imkjiendantc 
L      n  |)iii  tic'iihei  <Lins  k  ris  nu 
DM     s  Ils  1 1  (nirn  li  (I     En 
\[    Eiiiunlale  o^t   lelte  rjue 
dc« 


iiiti^i  iM  ml  lin  •< 
liimttlls  (.Il  la  [nje(.l 
n,laliuns  (xplitiks  i  ii 

(  est  le  (jui  SL  |)r  ti  il 
lii  londi  m  1  I  m  II 
gcnti'al     la  I  n  II   I     I 

celte  lepiLsciil  ili  II  11  I  iil  I  ji  iiiii-<e  qut  sui 
dt(&  de  lri|(,i.l  iiiLs  [H  u  Icndiis  it  |i(i(ir  lesqutU  on 
dctCiiiiuierH  les  \  deurs  n  n\  n  iblcf  d<  B^  <  1  de  /i  qui 
van  ni  siiivint  h  rtfoun  di*  Mles'^is  (jiir  I  <  n  tontiideri 

Qui  1  i|ii  n  |)iii!iaL  peii'^tr  dt  l  nppliL  ilii  n  pMlique  de 
Ih^ptlis  Wi'l  =  H„(  d  tsl  utile  de  hue  cnnnaJfre 
I  s  I  iiiiiilc  iiiMjinlliv  I  II  iiinp  nies  ont  en  effet 
icm  de  bise  a  de  mmiliiniv  li  u  luii  »tii  h  BnlmUquc 
cl  iint  (le  ciiiplii\)es  t,  uxnt  poin  lesniidiu  les  pro- 
bkuits  de  lu  elles  pement  didleuis  trouver  encore 
dans  ccrlaineri  r|iiesliiiiis,  un  cniplin  Mes  lcf,'iliiiie. 

-t&^.  Intégrales  des  fonctions  ha.listiques.  — 

Faifiant  P{u]  -=  \i„if  duns  les   Inniiides  île  déliiiiliun 
s  Imeliiins  bidistiques  (ait);  l'f  picnanl  l  ^=  x  pour 
Umilf  des  intégrales,  on  aura  : 


I 
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p       (la   U      r    ^/'*     il        I 


t.' 00  ^  "n    tx  oc        " 


"      f//< 


[n—  i)B„    w"-* 
I  I 


,    ^  y^"     «r/u     I        p     (lu      _ 

^  .  /•"      /«rfa  _  7      r""    (lu    g  I 


1(2/1 


:)BJ  a^"-^ 


269.  Éléments  d'un  point  quelconque.  Va- 
riable u.  —  Portons  ces  valeurs  clans  les  équations 
générales  de  Siacci  (252}.  Les  deux  coefficients  cos  ).  et 
cos  a  sortent  des  fondions  balistiques  de  manière  à  n'en 

plus  constituer  qu  un  seul 
Posons  : 


cos"  iC 


r 


cos  A    ,- 
c r —  !>.,. 


On  aura  : 

7 
t2f':=    tira ^ 


cos"  [X 


'11' 


c'    nW' 


u. 


n 


LU 


c'  (//  —  i)/(ï  '  L\  ^^ 


u. 


X 


c'     (//  2)«J     - 


w, 


n—  1 


n  — 2 


L\  "  / 


7        I 

/•  1  tr  or il—    


C  "    //</ 


(I 


'211 


2 


"0 


^n  —  •> 


{< 


// 


"0 

u 


On  voit  que  les/o//r//V>//.ç  secondaires  j2?,,,  .1^?,,,  .S^?  Ï^a 
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du  n"  258  qui,  dans  le  cas  général,  dépendent  des  deux 
variables  u  et  u^,,  ne  dépendent  plus  ici  que  du  rapport 

— ^  j .  Elles  nécessiteront  donc  seulement,  pour  chacune 

d'elles,  une  table  à  simple  entrée. 

Prenant  pour  variable  —  =  ç,    l'argument   de    la 

table  serait  le  rapport  9.  Elle  comprendrait  cinq  autres 
colonnes  dont  les  en-tétes  sont  les  premiers  membres 
des  équations  ci-dessous  et  qui  ont  les  valeurs  indiquées 
dans  le  second  membre  en  fonction  de  çp  : 


a 


I 


)^  =? 


9~ 

n  _ 

—  I 

?'- 

-n 

I 

9' 

--  n 

I 

-'0  '^^'"f"  i^ë^  —  ^8'^) 

4)  {n  —  2)  c'  u^-^'x 

^.   n(in  —  2)    ,  aj   /  y  \ 

^      n  —  2  0    \  -^  I 

De  telles  tables,  les  plus  générales  qu'on  puisse  cons- 
Iruire  dans  le  cas  de  F(v)  =  B„i;",  permettront  de 
résoudre  immédiatement  tous  les  problèmes  de  tir. 
Ainsi,  pour  avoir  la  portée  \,  connaissant  les  éléments 

,  ,,    .  .  ..  ,  ,   .    ii{iii  —  2)     ,  /*? 

a  l  orii^rine,  on  lormera  le  produit  — ^^ —  c  —  ti<  a 

"  ^  n  —  2  ^ 

ol  entrant  dans  la  table  par  la  colonne  5,  on  trouvera 
sur  la  ligne  où  la  valeur  du  produit  est  inscrite,  la 
valeur  des  quantités  qui  figurent  dans  les  en-tétes  des 
autres  colonnes. 
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270.  Facteurs  de  la  trajectoire.  —  Comme 
toutes  les  équations  précédentes,  à  l'exception  de  la 
dernière,  sont  immédiatement  résolubles  par  rapport 
à  u,  on  pourra  prendre,  comme  variable  indépendante, 
une  des  trois  quantités  x,  f  ou  (tg  a  —  tg  t). 

Si  on  prend  ar,  on  arrivera  aux  équations  écrites 
au  n*"  260  pour  le  cas  général.  Ici  les  fonctions  Ç  ne 
dépendent  plus  de  deux  variables  indépendantes  u^  et  ex, 
mais  d'une  seule  qui  est 


O 


C    Uq  JC  y 


et  on  aura 

I    . 


gx 


tgT=tga-:{-^^,(5) 


u; 


n5L 


n 


avec      (Jj(/)  =  —    {i  +  {n—  2)5)-^  -  i 


2^ 


X 


t  =  ^  è's(5) 


u 


avec     gs{5)  = 


(«— i)5L 


(  I  +  («  —  2)5)» 


u  — 1 


—  2 


gx- 


avec 

4)  «  =  "0  60(5) 


2ii— : 


(i+(n— 2)5)— 2— I  — 2(n— 1)5 


avec 


^i>(5)  = 


|'l-|-(,i_2)5]n-> 


271 .  Choix  du  coefficient  de  Siacci.  —  En  rem- 
plaçant c'  par  sa  valeur  (268)  on  aura  : 

cosX 


3  =  ex 


COS"{JL 


BnVS--cos^-=^a. 


J8.2 
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Nous  avons  VU  (.^53)  qiie,  à  un  terme  du  troisième 
ordre  pivs,  il  était  indifférent,  entre  certaines  limites, 
de  choisir  telle  ou  telle  valeur  pour  a  et  |jl. 

Or,  les  équations  ci-dessus  acquerreront  leur  maxi- 
nmm  de  simplicité  lorsque  les  fonctions  Ç  ne  dé|)en- 
dront  pas  de  Tangle  de  projection. 

Tl  su  (Tira  de  ]) rendre  l\  cet  effet  : 

cos  X 


cos"  u. 


cos"    ^  a  =  I , 


ou 


cos  A 


COS*^  [JL 


cos"~-a  ; 


5  devient  alors        5=^ï^n^?    "•^• 


272.  Application  à  diverses  valeurs  de  n.  — Pour 

différentes  valeurs  de  /i,  les  facteufs  fj  de  la  trajectoire 
prennent  les  l'ormcs  suivantes  où  la  variable  ^ a  pour  expres- 
sion 


r.r  —  B.A  " 


cos"  'J. 


'n 


COS"~-  X. 


n 


.^'•'(•^>=;^. 


/.   I  /..      ..^ 


I  4-{/t  — 2\'S   a-2—  I 


f/uv"»)  — 


n  -  l 


'i4.(,i_.^)H  U-2-1 


ill— J 


I  -{-[n  —  -i)r>  n-2  — I  — 


2;// -1)3 


>..1. 


;i  +  ;//-u;Hja-- 


0 


Lofî  (  I  —  ^.s) 

"2 


»^-) 

.">"' 


^i--i:V)2_i 


.  I 


(  I  — 'i  H)  Lo^r  ;  I ._  ..y 


(i  — *-^>r' 
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1**  Pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  deux,  le  calcul  des 
valeurs  des  Ç(^)  ue  présente  aucune  dilïicullé.  Le  de<j:réde 

la  trajectoire  est 1,  ce  qui  donne   les  nombres  sui- 
vants :                    '*        '^ 


n  =    i,    \,   j,   G. 
8     j 


(leirre 


.5        '2 


Pour  /i  =  30  (cas  du  vide)  on  a  le  déféré  'i.  Pour  des 
valeurs  de  /t,  inférieures  à  !^,  la  trajectoire  est  transcen- 
dante. 

'j.^  Pour  II  =  -A,  on  reniarque  (|ue,  dans  chacun  des  (f{p)y 
se  trouve  une  expression  de  la  forme 


i  +  ('i  —  '^,)5j"   '  qu'on  peut  écrire  _[  i  +  (/i  —  '^r>)  j 


,^^\  '>ll—2^ 


Or,  la  limite  du  fadeur  I  a  -J-  (/t  —  'A)p  l  "~  "  "*,  pour  11=  2, 
est  le  nombre  e,  et  |)ar  suite  la  limite  de  chacune  des 
expressions  sera  de  la  forme  <^^^,  k  a>ant  les  valeurs 
'A  pour  (f;.,(5),  1  pour  C/^f^),  2  pour  (/^(p),    i  pour  (;^^{^^). 


I  — .-» 


3Lo^r(i  -3) 


[ 


1  + 


Lofi:(i-,H)' 


<,-.T   —    I 

2-» 
(•5  —    I 

e-P  —  I  —  23 


•iS'^ 


<;".'» 


.+5  +  Ç 


I  +- 

2 


>  0 


I-f 


1+.^ 


(l4-'2H)2-I 
■5  H 


2 

I    H ï 

i   ^ 


(1-+-2HJ      ï 
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V  Pour  II  =  i,  les  l'ormulcs  du  tir  de  plein  l'ouet  sont 
exactement  les  mêmes  que  les  formules  exactes  du  n^  19^ 
à  condition  cependant  de  prendre  cos  ).  =  cos  \l  =  1  cl  par 

suite  ^  =  — -  • 

Etablir  les  l'ormulcs  en  trouvant  la  >raie  valeur  des  fac- 
teurs (y  s  <^1  (/\  l)our  n  =  i . 

:>7i^.  Formules  différentielles  de  la  portée.  — 

Quand  on  fait  j  =  o  dans  les  équations  du  n"  268,  on 
ol)tionl  : 


•  n 


// 

'  "  /i.  à  -     I  —  n 

c/i— (tga  — 1^:0):+ I  =  <p 


c'[n  —  2)  u""  -  \  +  I    =  y 


2—11 


2/1 2^^  ^  '^        Il 2^ 


.V 


JMi  remplaçant  dans  le  second  membre  de  la  dernière 
('([uation  <p-~"  par  sa  valeur  tirée  de  la  deuxième  équa- 
tion, c'est-iWlire  en  fonction  de  X,  et  <^~^  par  sa  valeur 
tirée  de  la  ])remière  équation,  c'est-à-dire  en  fonction 
de  (tfi^a  —  1^'w),  ^>Ti  «arrive,  après  quelques  réductions, 
l\  la  formule 

r'//;;  (,/  _  '>)  to-  (0  -f  //  t--  a|  \  =  lil  (tg  a  —  tp:  Lu)  —(j\. 

On  ])eut  faire  l'application  de  cette  équation  aux  for- 
mules dilTérentielles  du  n"  249. 
On  trouve  que 

a  pour  valeur 

L  tg  «0  J 
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de  sorlc  que,  pour  le  cas  de  F(y)  =  B^*;",  les  formules 
difîérentielles  sont  les  suivantes  : 


tg  (0/    c 


()X  =  —  f /i  —   2 

ox  =  -    ^ 


a 


tg^-^x,^ 


tg  (.)/ 


L.ÏK  ^'^ 


/? 


// 


0 


Ig  (0/ 


X  (f?  a 


Oa. 


Exercice.  —  Trouver  direclcmenl  ces  (Vjuatioiis  en  par- 
tant des  formules  des  u^*^  '2()8  ou  2(39. 

Théorbmc  sur  l'anf/le  de  chute .  —  On  a  démontré 
(|ue  le  facteur  ^i  +  Z)  est  toujours  positif    25o). 
On  a  donc  : 

'.).  //  Il   -^^—  >    O . 

tg  (i> 

Sôit  (o'  la  valeur  absolue  de  Tangle  de  chute;    on 

aura  : 

n  —  2 


2 


n 


tga 
Igio 


ou 


tga 
Igto 


7> 


n 


et  par  suite 


Ig  (0     <  

//  —  2 


1///.S7',  Fanifle  de  cliule  lo'  salisffiil  toujours  à  lu  douh/e 
inênalUé 


tg  a  <  tg  (.)'  <   - 

// 


Ig  a. 


Si  w^i.  riné'Mlité  2 — //  — //  >  o  est  salis- 


lg(0 


faite  (relle-méme  ;  le  tliéorèuK»  ne  s*a|)|)lifjiie  donc  |)as. 

n\i.isri<^i  K. 


•J>2 
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274.  Résumé  des  formules  de  tir  pour  le  cas 
d'une  résistance  monôme  (tir  de  plein  fouet). 

n  =  2  5  =  cB2    — —]^ 

\cos-  [X/ 

ou  5  ==  ^2^ 

quelconque    ]  tg  t  :=  tg  a  —  ^—  —  (e^f>  —  i) 

y       =  ir  tg  a  —  — ^   -— r  (e'^5  —  i  —  «25) 


O 


i 


=  --  (e^^— 0 


Point         1    ^  c^ 

de  chute      i  te:  w  aX         i    ,  „^ 

-^^  =  -TT^^ ^^  (e^^^  —  i)  —  I 

tg  a  V^sin'2  a    5 

VJ  sin  '2  a  I/o»'  >-\ 

_    /cos).cosa\  ^. 
ou  5  =  63  Vo  .r 

.^    =-(.  +  -5) 

Point         )  u„    \      '     -2     ^ 

ciuclconquc    )  fla;  /         „         i    „0 

9.T-    /         .        '2      ..  1 


y      --  X  Iga  —  ^2  (  i  +  —  5+  TT  5 
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5  =  63VoX 


/  ^  1 

Point        ;    X  -'+\   ^ 


Ig  a  VJ  sin  -2  a 

Vj  sin  '2  a 1     '^    r         ^ 


^   /cos  ACOS-a\  ,_, 
^      cos*  u.     J     ^ 


ou         5  =  '>4  V^  o; 
u      =  «0  f 

X     l     ^  •' 


l>oint 


=  ir„^ic  +  '^^^^-' 


([iiclconquc    \  qx 

'  tgT  =  lga  — •'-t(.  +5) 


«J 


r    =-ts»-f|('+f5) 


5  =  6,VîX 


•■w 


Point         )     >^  '^5 

de  chute  t  i/X      ,     ,    >.,  'Mi±o) 

V5Sin2a^        ^  ^  ,'■*>- 


\  «oT 

1     ^ 

)     tg<^ 

f      tg^ 

V;  sin  '2  a 
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275.  Trajectoire  de  Piton-Bressant.  —  La  Ira- 
jecloirc'de  Piton-Bressant  est  l'équation  du  3®  degré  : 

y  =  x[<ry. f'^   .,      ( I  +  K\lx) 

^  12  \  ô  cos-  a   ^  ' 

où  K  est  un  coellicient  constant. 

Elle  peut  cire  considérée  comme  la  trajectoire  de 
plein  fouel  d'une  loi  biquadra tique,  /i  =  4,  et  elle  esl 
identique  avec  la  formule  donnée  au  paragraphe  ])ré- 
cédenl 

^  2  V  ô  cos-  a    \  ^     / 

à  condition  de  poser 

O  \      cos'  ui      / 

Mais  de  |)lus,  l'équation  de  Piton-Bressant  suppose 
que  K  esl  indépendant  de  l'angle  de  projection  a.  On 
])rend  donc  : 

cos  A  cos-  a  , .  2     _. 
; =1          et  on  a  :          K  =  -3-  cli,. 

cos'   «JL  •  O 

Cette  écjiiation  a  eu  une  fortune  des  plus  heureuses  ; 
olTranl  le  luaxinnnu  de  sinq)licité  après  celle  du  vide, 
elle  correspond  à  une*  forme  F(t')  ==  B^f*  de  la  résis- 
tances de  l'air  qui,  ainsi  qu'on  l'a  dit  (12),  lorsque  les 
Ailesses  initiales  n(î  dé|)assaienl  pas  5oo  mètres,  était 
des  |)lus  satisfaisantes. 

Celte  formule  a  donc  pu  donner  des  résultats  e.vcel- 
lenls  dans  la  j)ratique  et  on  l'a  vue  se  prêter  à  la  repré- 
sentation  sulllsanle  de  très  nombreux  tirs  balistiques. 
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i^es  méthodes  empiriques,  longtemps  en  usage  à  la 
Commission  de  Gâvre,  ne  pouvaient  donc  prendre  une 
base  plus  solide  que  l'équation  de  Piton-Bressant. 

La  discussion  de  cette  équation,  sa  comparaison  avec 
les  résultats  d'un  très  grand  nombre  de  tirs  balistiques, 
rétablissement  des  formules  pratiques  qu'on  en  peut 
tirer,  constituent  les  bases  essentielles  du  Trailé  de  Ba- 
listique expérimentale  de  MM.  Hélie  et  Hugoniot  en  ce 
(|ui  concerne  la  Balistique  Extérieure. 

Les  formules  pour  un  point  quelconque  et  pour  le 

point  de   chute  sont  celles  du  n^  ly'i  (n  =  4^  ^^^  ^^ 

3 
remplacera  5  \}^^'  —  K\lx. 

Exercices.  —  i°  Etablir  les  formules  du  sommet  de  la 
trajectoire  ; 

'/°  Établir  les  formules  différentielles  donnant 

ax    ax    ax 

"â^' âv7' "â^*' 

'i°  Prenant  pour  variable  (Gàvre)  la  ([uantité  z  telle  ([ue 

Vjisin  lOL 

I  +z  =  - 


0"^       ' 

exprimer,  en  fonction  de  celte  variable,  les  éléments  du 
point  de  ctiute,  du  sommet,  les  formides  différentielles,  les 
facteurs  de  tir. 

On  peut  remarquer  que  le  choix  que  lit  le  colonel 
Siacci  (a 55)  de  ses  deux  coefficients  cos  ).  et  cos  |jl 
paraît  avoir  eu  pour  objectif  de  faire  coïncider  ses  for- 
mules de  tir  avec  la  formule  de  Piton-Bressant  pour 


22. 
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/i  =  A,  AvanI  choisi  en  elTel  cos  a  =  cos  a,  la  formule 

cos  A  cos'-^  a  .  ^  ., 
; =zz  I   iin])ose  cos  k  =  cos"  a,   ce  qui   esl 

cos'  |JL  ^ 

bien  Texpression  adoplée  pour  le  coeilicienl  de  Siacci. 

Valcar  de  K  à  rorifjine.  —  Le  Iracc  de  la  courbe  des  K 
en  fonction  de  la  i)orlée  X  fut  pendant  longtemps  Tin- 
(erniédiaire  nécessaire  adopté  par  la  Commission  d(^ 
(lAvre  pour  le  calcul  numérique  des  tables  de  tir.  Exa- 
minons sommairement  comment  varie  la  fonction  K 
dans  le  Yoisina*4"e  de  l'origine. 

On  a  (i4^5;)  pour  le  cas  du  tir  horizontal  : 

\jjsin2a    _      ,    4çl%_X £!!1/Ml_/\J^ 


el  par  suite  : 

2  n  —  4    ^'Fq 


cV 
K— -^ 


0      L 


3  ()        \ 


2 


X  .. 


'A      cV 

Ainsi  donc  :  i**  pour  X  =  o,  on  a  k  =  -         '* 


L>."  on  a 


i    Vj  ' 
(/K  _  4  —  /t   (cl''.,)' 


0 

et  ])ar  suite  :  si  /i  <  4,  K  croît  avec  X  ;  si  /i  =  4,  Iv  esl 
constant;  si  /i  >  4,  k  décroît  quand  X  croît. 

Exercices.  —  i°  Etudier  les  conditions  dans  les((uclles  la 
courbe  des  K  présentera  un  maximum  ou  un  minimum,  en 

—  mil  *> ^ 
pienani  un  terme  cic  plus  dans  le  développement  de     "^    — — 

(Ml  série.  f/^ 


FORMES  DES  ÉQUATIONS  DU   TIR   DE   PLEIN   FOUET       39 1 

•A^  Démon Ircr  que  si  le  point  A  décrit  une  trajectoire 
liomothétiquc  de  celle  du  vide  dans  le  rapport  de  'i  h  i  et 
le  point  M  la  trajectoire  de  Piton-Bressant  : 

y  =  XigOL—       'f^  .,       (i  4-  KV^x), 
^  '2  V  Q  cos-  X   ^      '  "    -^ 

avec  K  constant,  on  a,  sur  tout  rayon  vec- 
teur K- 

Cl  n*    V  y  ■ 

PM-  =  PO.OA, 

lorsque  le  point  P,  décrit  la  verticale 

I 


OC 


■2KY^  ' 


3°  Etablir  une  règle  à  calcul  permettant  de  calculer  l'angle 

de  projection  connaissant  X  et  KVJX  =  z. 

si  n  '201  X 

(Poser  — — - —  =     ^-.)      et  prendre  les  logarithmes.) 

\  9  / 

2^6.  Facteurs  de  tir.  —  Dans  le  cas  d'une  résis- 
tance monôme,  les  facteurs  de  tir  définis  au  n*^  264  iH' 
dépendent  plus  que  d'une  seule  variable  p  dans  laquelle 
entrent,  par  leur  produit,  les  deux  variables  u^  et  cX.  Ils 
peuvenl  donc  élre  mis  sous  forme  de  labiés  à  simple 
entrée  dont  l'argument  pourra  élre  soit  la  variable  p, 

Y   sin  20L 
soit  un  des  fadeurs  f  = — par  exemple,  soit 

encore  z  de  la  formule  de  Gàvre 

^T•'> 
:  sin  20L 

I  +  z=—^ . 

!J 

Les  expressions  générales  des  fadeurs  de  tir  en  fonc- 

*  CQ'*  (lossot,  Mémorial  (le  l'Art,  de  la  Marine^  l.  W  1,    1888,  p.  (p. 
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lion  des  facteurs  de  la  trajectoire  ont  été  données  au 
n°  .'^64.  On  pourra  eflectuer  les  calculs  pour  diverses 
valeurs  de  n  au  moyen  des  formules  du  n°  273.  Et 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  sera  toujours  facile  de 
se  servir  des  diflférentes  tables  qui  ont  été  publiées  par 
divers  auteurs  sous  des  dénominations  variées  :  Facteurs 
(le  tirs  de  Siacci^  Logarithmes  Balistiques  du  Q  Chapel^ 
Facteurs  du  point  de  chute  du  G  Henry ^  etc. 

Toutes  ces  tables  sont  des  cas  particuliers  de  celles 
dont  le  principe  a  été  indiqué  au  n°  268  et  qui,  dans  la 
théorie  actuelle,  jouent  le  rôle  de  tables  de  première 
espèce  de  la  théorie  d'Euler  (174)  tandis  que  les /ac- 
lears  de  fir  correspondent  aux  tables  d'Otto  (177). 


CHAPITRE    XI 

DEUXIÈME   TERME   DE   LA   SÉUIE 

§    I.   —   Formules   pour    un   point   quelconqi  k 

277.  Problème  à  résoudre.  —  Nous  nous  propo- 
sons maintenant  de  faire  connaître  les  formules  qui 
donnent  le  second  terme  de  la  série  du  problème  du 
«  Tir  de  plein  fouet  »,  série  dont  le  terme  principal  a 
été  étudié  au  Chapitre  ix. 

Nous  conserverons  donc,  dans  le  développement  de 
riiodographe  (214),  le  terme  en  t^  qui  y  avait  été 
négligé  en  première  approximation  et  qui  provenait  du 

# 

terme ^du  cosinus.  Le  développement  que  nous 

obtiendrons  alors  pour  la  solution  du  problème  balis- 
tique négligera  seulement  des  termes  de  l'ordre  de 
grandeur  de  t\ 

On  concjoit  que,  si  on  arrive  à  donner  de  ce  second 
terme  une  expression  facilement  calculable,  l'étendue 
de  la  zone»  d'application  de  telles  formules  sera  consi- 
dérable et  j)ourra  embrasser  le  ])lus  grand  nombre  des 
cas  de  la  pratique,  car  t  n'atteint  jamais  qu'exception- 
nellement de  fortes  val(Mus,  avec  les  canons  de  l'Artille- 
rie navale  actuelle  tout  au  moins. 

278.  Intégration  de  Ihodographe.  —  L'équation 
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(liflerentielle  de  Thodographe,  établie  au  n^  214,  quand 
on  y  négligera  les  termes  de  Tordre  de  t^  deviendra  : 

-J^  =±  <i,du  -h  1  T^  U  +-  <î>']  du. 

COS'T  C  C  \  2  / 

I 


Comme  on  a  :  <ï)  = 


aF 


I  F' 


on  en  déduit       ^'  = :p= 


Posant  alors  : 


iJ  viendra 


J^  =  L  Jl±  +  M.  ,^wdu. 

cos'^  r         c    ut  c 


Intégrons  de  t  à  a  et  de  a  à  a^,  on  aura  Féqualion 


Uo 

avec  q  =  [g;  0L-] ^ 

^  °  c 


o( 


X 


iiF 


Alais    sous  le   signe  /,   on  peut  remplacer  t'^  par 

(j ]   ,  en  ne  négligeant  ainsi  que  des  termes  du 

;V'  ordre  en  t. 

'     On  aura  donc  : 
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Développant  le  carré 'sous  le  signe  /,  il  viendra  : 


J       I 


9'  f  gWdu 

«'  Uo 

—  1(  2gJWdu 


Ainsi  donc,  le  problème  de  l'intégration  de  l'hodo- 
graphe  se  trouvera  résolu,  moyennant  l'introduction  do 
trois  nouvelles  fondions  balistiques  de  u  dont  on  sup- 
pose que  des  tables  aient  été  calculées  au  moyen  do  la 
fonclion  F(t')  expérimentale. 

Posons  alors  : 


Jï  =  CgWdu  ; 
J»  =  f  2gJWdu; 
Jï»=  f  gJ'Wdu. 


On  aura 


tgT=(/ 


-2(j"_jji) 


Telle  csl,  pour  un  point  quelconque  de  la  trajoctoin» 
défini  par  la  vitesse  horizontale  a,  la  valeur  de  l'incli- 
naison T,  aux  termes  de  F  ordre  en  t^  près. 

279.  Temps.  —  L'intégration  des  autres  équations 


m\ 
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(lilTérenliellcs  du  moxiveinenl  se  poursuit  ensuite   très 
aisément. 

Pour  le  temps,  l'équalion  clifTérentieile 


a 


dl=—^ 


fk 


:le\ient 


,  I    du 


c    iiV 
(jui  intéf^rée,  doimera  : 


S  — S 

/  = '- 


(j     COS-  T 


LL-LYaM-du 


1 

C 


v/(s--s;) 


(S"-Si') 


C 


en  prenant,  conmie  définitions  de  3  nouvelles  fonctions 
ha  Ils  tiques,  les  3  relations  suivantes  : 


S"  =2   rJuWdu; 

•>8o.  Abscisse.   —  i^es   calculs,    tout  a  fait  ana- 
lofiues  à  ceu\  du  temps,  conduisent  à  la  relation 

V\'D'-Di) 


D  — D, 


c 


+  ^(D'"-Dr) 
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avec  les  formules  suivantes  qui  définissent  trois  nou- 
velles fonctions  balistiques  : 

Jv 

281.   Ordonnée.  —  Dans   Téquation  différentielle* 

(ly= lor on  remplacera  t«<  t  et 7—  par 

(j    ^     cos  T  cos:  T 

leurs  valeurs  en  conservant  les  termes  en  r'. 

En  ne  conservant  alors  que  des  termes  en  t*  dans  y 
dont  le  premier  membre  est,  comme  on  sait,  du  2.^  ordre 
en  T,  il  viendra 


dy=-(. 


J  \  udu        I  udu 


r  J  cV        r    F 


Y(j'-jr 


Î/TU 


OJ 


■J"^ 

*'«/ 


JT 


irM->lii 


(• 


En  inlcgraiit,  on  aura  la  formule  suivante 


«^=^"-^9^-^(D'-Df,) 


7 


r* 


(•■ 


I  aI  tI /• 


7-LA'  — a;  — JJ(D  — D,,  ! 
-|[A"-Ai'-Ji'(D-D,; 
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m 


-t_        A'"  — Ar  — Ji"  D-D, 


BALISTIQUE. 


23 
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Dans  colle  équalion,  s'introduisent  trois  nouvelles 
fonclinns  balistiques,  a>nnl  les  définitions  suivantes  : 

A'  =JJrdju'W—yj')du; 

A'"  =  Z^"  (j'ir  W  —  -ji  J'")  fia. 

'.a8i>..  Résumé.  —  On  a  cloiino  ciiiv  ii'"*  sjj,  2j8, 
!>.jc),  280  les  formules  (jui  font  coiiaaîlre  les  élémenls 
d'un  point  de  la  Irajecloire  défini  par  sa  vitesse  liori- 
zontahî  w,  en  loiiction  des  données  initiales  a^^,  a  et  c. 

Le  dévelop[)enient  néglige  des  termes  de  Tordre  do  t'. 

Pour  résoudre  iniméri(|uement  le  problème,  il  snnil 
de  (h'esser  une  l'ois  pour  toutes,  a\ec  la  (bnrtion   V  v 
expérimenlale,  la  lable  de  f/o/^rc'  l/iléi/i'filcs^  on  fondions 
hft/islff/ucs  (lu  second  ternie.  i\v  sont  l(»s  suivantes  : 

j',  j'',  J"^  pour  VinrUnaison  ; 
s',  S'\  S'^',  i>nur  le  temps  ; 
D',  D",  D'",  pour  Vdhscisse  ; 
a',  a",  a"',  \Mn\vV ordonnée. 

/H  5.  Exercices.  —  1^  Dans  ro\[)rcssion  de 

1     /         aV' 


»]•  = 


'}. 


uV  \  V 


(lixuic  la  (léri\é(^  F  de  la  ('onction  F;  mais  les  douze  funr- 
fions  halisllfiaes  du  second  ternie  pcnveni  s'exprimer  au 
nioNcii  de  la  loiiclion  F  senKv 
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Drmonlrcr,  en  cllct,  qu'on  a 


>99 


J"^ 


'2 


V{u)      F(L)J 


•m 


S'  = 


S"=J 


1  qo  i  "      «M 

.,  I  F(«)      V\lJ)\ 
a    ,     /*"     du 


gjdii 


1         u    .    C'qjd 


kl  — 


1       a- 


v 


'1  \Y{u)       F(U;_ 


DH  =  A  +  J^V/% 


{{( 


/u 


kiii 


V- 


''J'udn 


P :^   D^'  H -p— 


A'*  =  \ 


111     _. 


U 


\\l: 


^'i 


•/.  DcvcJoppor  les  l'onclions  ljalisli(|ues  du  second  lennc 


en  série, 
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Posant 

„. L_  /       '^\ 

On  trouve 

J'=J|,_(„„_„;j;M-.+-— -j,(^-^j    +... 

ju=.Ji.-K-„).<;Jo'*o+^^.,[-,;^+J„('^)J+.. 

etc. 

'^.  Démontrer  que,  dans  le  cas  de  ¥[v)  =  B^v^,  Téquation 
diiïérentielle  de  l'iiodographe  s'écrit  : 

(h  (I   da   ,    1  —  n  dz 

— —  =  - — T?  H t^  " 7-  ■ 

cos-  T        c  ur  1       ^      cos-  T 

el  s'intégre  par  la  formule  : 

Jo  ^  J        1  —  /i 

tg  T  =  tg  a  + 1 ^r—  (tgH  — tg=*  a) 

\.  Trouver  l'expression  des  fonctions  balistiques  du  second 
ferme  dans  le  cas  de  F(t')  =  B,ii>",  avec  U  =  oc  . 

Ti_       (^^  —  ')  ^  T"   ^^"    =^'~  ^     ^    '  =  ^^  ""^  '  T 

{n  —  i)  ^-  T"  du    /i  —  i    (/-     I   n  —  i 

(n — i)r/^  T"    r/z/         n — i    ^"^     i        n — i 


-m 


s»=- 
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n — I    /^^du n — 1  I  n — i 


S'^^=- 


/i — i)g'  Ç^du  n — i         g^       i 

•2/i^Bâ  J^  i?^^-2/i\3n—  i)  "B^  «3n-i 


2(3/1 —  i) 


j       ^^        ^    /*"   (/m  /l 1         I  I  11 —  I 

11      ('^ — ^)9^  r"  ^^"       '^ — ^    sf    ^ 

2 

.„.   (^— osf'  r  ^^  =z  ^^^  -21  ' 

""  2/l2B^     J        M^n-l  2/1^(3/1  —  2)    B3     U^^-' 


JD 


'n    ^^ 


'(3/1—2)  B3 

2(3/1 —  2) 

/i — i    ^    Z'"    du     2/1 — 2      g        1 

^"^""'^  "T^'B^j^  ;?iï^  "^  /i(-2/i— .2)  "Bjli^S^^ 

=  (/i  —  2)  JD 

>    /»»!     j  •> 

2     ^-        I 


n —  i   Q'   r      da  2/1 

^    ""  n'        By^    M^n-l         ,^2(j,i 


-2)  B^„  lï'^-' 
3/1  —  2 

.„, inzilJl  r"-^=~  _îiz:J_-2! î_ 

^    ~"       3      n^      BiJ^  «'»"-•        3  /i«(4/i  — 2)  B*  «'•"-- 

I   (n —  i)  (n  —  '2) 
3  \n  —  2 


-ÎOi      . 
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^).  Dans  le  cas  de  F(v)  =  BnV",  établir  le  développement  en 
série  en  fonction  des  puissances  de  tg  t. 

On  part  dos  équations  de  la  théorie  d'EuIcr  (iGi) 


il 


nbaii 


-=(}-  n„h) 


ou 


'i--^^^-'^^^- 


l^osons      p  =  t^T.  On  aura,  pour  le  développement  dv 
ÇnC*^)  on  série  : 

On  écrira  par  suite 


// 


U 


fd)n 


ni, 


[Q  -  Ç„(t)]-  n 


Q-TT+i-Q    â-  'Ç„ 


l 
n 


n 


l.'JL 


Q'""'Çî 


1 


1 


1.-2.:^ 


1 

n 


^3. 


-T-'^  Q"»    5".+ 


ou  bien,  en  renjplaeant  Ç„  par  son  développement,  borné 
aux  leiin(\s  en  p^ 

1  n  -\-  1    p- 

n  —  1        (n+i)(/iH-'2)\     p^      , 

1  .  '2  .  i     ' 


{/ 


+ 


/fO 


/l'^Q^^ 


On  aura  de  même 


//• 


.7 


n 


.''/>nQ. 


-2  ^(/l  +  2)      p- 

i  +  T7T  P  + 


<) 


/i-Q- 


1 .2 


/2('/^ I)  _  2(72+ 2)  (2/1+2)         .^ 


DEUXIEME    TERME    DE    LA    SERIE 


.îo'3 


On  portera  ces  valeurs  de  a  et  de  «-  dans  les  équr\tions 
du  mouvement 


dt 


Il      ( 


h 


(J    cos-  T 


II 


H 


dp 


11^      dz 


il-         «T  W 

ij      COS-I  [J        ' 


u-             dz                  n- 
dy  = iii  -z ^  = pdp 

^  (/       "        COS-T  //     '     ' 


et  ou  iut(\u:rera  de  p  à  p^  c'est-à-dire  de  t  à  a, 
Ou  arrivera  ainsi  aux  formules  sui Nantes  : 


<v>" 


L  il  J 


n 


U 


i    + 


nO 


P  + 


Il  -f  1     p'- 


1  )  ('/l  -I-  •2)\        //^ 


1.2.  i^ 


L  .7  J 


n 


(//  =po  —  p  H-  77^  — h 


/tO        1. 


n-()-      I.-2.') 


+  /^!j-  i  _  ( /^  +  ^ )  (f^  +  •^-)\  K  — /^'  I 


/iO 


ïv'O' 


On 


■/i6 


n 


il   J 


t,j'=p,—p-^  — 


nO      1 


'2 


I 

•j.[n+'i)  ji^  —  p' 

I  .  '2  .  i 


^i*0- 


<)n 


idjn 

L  f/ J 


/(/i  —  1)  ^  (/i -h -2)  C2/f  +  ■2)\  y);  —  /)' 
■^"*^'  V     //Q  /r\V^  /  i.'A.'i.] 

f/.v  =  — — : hTTT- — T--1- 


l.*2 


ni)   i.'}..'\  » 


/<^0 


'/)2 


\.'i:\.\ 


~^^'  \      /tO  ^r'(/'  y'   i.-2.^',.i 


s  3- 


Vl 


■',84-  Objet  de  ce  paragraphe.  —  En  sii|}pnsiuit 
calculées  les  liouzi;- foitclioiis  ttatislii/iies  ilii  seoinl  Icrmc, 
les  calculs  des  cléments  d'un  point  de  la  trajectoire  ne 
laisseraient  pas  que  d'ctre  longs  et  sujels  à  erreurs.  Nous 
nous  proposons  de  montrer  ici  comment,  pouc  les  deux 
points  principaux  de  la  Irajectoire,  le  poini  lie  chiile 
et  le  sommet,  on  jjourrait  mettre  les  formules  sous  des 
formes  commodes  et  les  rendre  immédialemcnt  cîilcu- 
lables  au  moyen  de  Ibnctions  de  ii^  et  de  ((,.,  dnnnèes  pur 
des  tables  numériques  à  double  entrée. 

■'.85.  Équation  du  point  de  chate.  —  En  l'aisanl 
y  ^  o,  dans  l'éipialioii  de  l'ordonnée  du   n"  a8o  un 


;;(f)'  désignant  l'ensemble  des  lenncs  de  l'ordre  de  -;• 
1  constituent  le  second  terme  de  la  série  dans  i'équa- 


lion   de  l'ordonncîe,   les  deu 


A„  —  A„ 


étant,  comme  on  sail.  ilu  second  oi-dni. 


Dans  le  terme  /nâ'  Hffurent  quaire  quantités  «„,  u„, 
ij  et  f,  el  on  ne  négligera  que  des  termes  d'un  firdrti 
supérieur  au  ipiatritme  en  remplacanl  ;   i"  u„  par  sa 

\ideur  Iroiivéo  quand  on  suppose  ni6'  nul  et  ■'."  —  par 


■'-.- 


-  A„ 


dm 


>  r 
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termes  de  mQ*  ;  on  peut  le  faire  sortir,  et  il  viendra  : 
,    o  =  y(D...  -  D„)  -  ^-  7  ^  -  q'Kj. 

équation  où  Ka  ^st  une  fonction  connue  des  deux  va- 
riables My  et  «„,. 

Si  on  possédait  une  table  à  double  entrée  de  la  fonc- 
tion Kai  le  calcul  de  a„,  se  ferait  comme  il  suit  :  une 
première  approximation,  avec  ^^^Ka  supposé  nul,  don- 
nerait une  valeur  a,.,  ;  à  Taide  de  la  table  à  double  entrée, 
Ka  serait  déduit  en  regard  des  deux  valeurs  u^^  et  a^  ;. 
on  aurait  ainsi  le  produit  ^^Ka  et  en  Le  reportant  dans 
l'équation  complète,  on  chercherait  la  valeur  de  ii,„  qui 
la  satisfait. 

Mais  on  peut  éviter  ces  tâtonnements  ainsi  qu'il  suit. 

286.  Formules  dii  point  de  chute.  —  Donnons 
(Tabord  les  expressions  des  différents  éléments  du  point 
de  chute  avec  le  second  terme. 

Continuons  à  désigner  par  u^^  la  vitesse  restante  hori- 
zontale que  donnent  les  équations  du  tir  de  plein  fouet 
réduites  au  terme  principal  et  désignons  par  [a,.,]  la  vitesse 
horizontale  quand  on  conserve  le  second  terme  de  la  série  ; 
adoptons  la  même  notation  pour  les  autres  éléments. 

Les  formules  du  point  de  chute  sont  les  suivantes  : 

0  =  ^y(D[a,;j  —  Do) (A[a.J  —  Ao)  —  q'Kj, 

[Ig  w]  =  7  —  -^  J[u„]  +  7'K, 

-      [TJ  = -^  (SKI  -  S„)  -  7^'Ks 
[X I  =  -^  (Dl_«..;j  —  Do)  —  î'Kd 

23. 
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Dans  ces  équations  les  fondions  Ka,  Kj,  Ks>  Kd  ^"t 
les  valenrs  suivantes  :  . 


=d:— Di 


,      B..  — Do 


A.(.>  A.Q 


Ao)      Ao — Jo(-Dw — IDq) 

—  (  Al!  —  Ai' — Jj"  (D... — D„) 


D„— D„ 


^w 


A:i'-Ai"-JJ"(D„-D„))  (1^ 


--J' 


Kj== 


D„  —  D, 


o 


-Ji    * 

( Jî!  -  Jt')  °"  ~  °" 


111 


+  (  Jî,' 


Sw        So 


jlIl\/B»0  DqX 


Ks  = 


D..  —  Do 


u 


-  (si.'  -  si')  ^      °" 


^w 


.+  («'■-«"'^1^)1 


--Dl 


ïT   —  D"  — D„ 


A.C)  A.Q 


-Dl 
(Di'  -  Dl')  °  ~  °" 


^'Sj.  Calcul  de  TmJ  en  fonction  de  u 
l'équalion  du  point  de  chute 


Dans 


()  =  fj{B\  u,.,  i  —  Do) ( AL  a. 


A„)  —  7-''  K 


A 


posons  I  u„,  j  =  i/„  +  £  et  [)roposons-nous  de  déterminer 
la  diitérence  e.  Pour  cela,  il  suffira  d'employer  la  for- 
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mule  de  Taylor  réduite  a  ses  deux  premiers  termes,  ce 
qui  donnera 


o  =  r/(D.— Dj  — -(A.— Aj— ysj. 


«...  .    I    _  «... 


sj.,7^ (fK 


et  comme  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  nulle, 
il  reste 

^^,         t\.. i_ 


ou  encore 


(• 


2  =  —  y'  Ka 


«...  t^^  w 


Mais  comme  d'après  une  Ibnuule  du  n"  221  on  a 


l^uo  = 


«•{,,      A.. 


Do. — D, 


i". 


ou    [*^(ji 


I— J. 


P.. —  Dp 


il  viendra 


en  posant 


I  «0. 


=  //„  +  7*^  2. 


0 


F,, 

H... 


Ka 


T    ^^ 

Jfr.  ^~ 


D, 


Aj.»  A| 


^1^,  est  ainsi  une  l'onction  des  deuv  variables  u^^  ol  //,,, 
puisque  K.v  est  d('Jà  une  fonction  de  ces  deuv  variabh^s. 
On  ])eut  recomiaîlre  que  la  fonction  ^|*  ro[)r('senle 
bien  une  \ilesse,  car  on  peut  l'écrire 


\   r  /    \  u...  /         D,,  — D„ 

J.i  1 7~ 


A  M        A. 


i 

i 


4oo  LE    ÏIR    DE    PLEI?i    FOUET 

Posant 

'IUqFo    \  To  / 

On  trouve 

etc. 

'^.  Démontrer  que,  dans  le  cas  de  V{v)  =  B^i^^,  Téquation 
diiïérentielle  de  Inodographe  s'écrit  : 

dz  (I   (la   ,1  —  n     .        dz 

— r-  =  - — 17  H l^  '  — T-  • 

COS^  Z  C    ut  2  ^         COS-  T 

et  s'intègre  par  la  formule  : 

Jo  —  J       1  —  ft 

tfî  -.  =  tg.  a  +  — ^^ \ ^r-  (ipi'  T  -  tg'  a) 

\.  Trouver  l'expression  des  fondions  balistiques  du  second 
ferme  dans  le  cas  de  Yi^v)  =  BnV",  avec  L=  oc  . 

"~  '-^B,      X   "^'^  '^'^      B,  a«  -2      *^ 

Tl.__(!iZllll:   p    (/^^      ^^^—   t     f/"        '     -=:^^—^     T> 

Tiii  -    (^^— Or/'  f" jdu____ii—i  f_  ±__'^z::±  ,, 


'Il     ,'x     "  ""*        '"n 
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n — I    r^du  II — I  I  n — I 

qui,  (^^— '¥    r^"^  ^--^  ^'  ' 

~        'in'Bl   J^  a-^^      '2/i=^(3n—  i)  B^  ««"-* 


2(3/1 —  l) 

2B    J^M^-i      ^(/i— 2)  B°  a^-2  .2     ^ 

i — i)^    r^    du  n — 1        g        1 

(/l— 2) 


i3ii=_L'^— 09^  r  ^« 


2 


JD 


T.II1  (^—')9'  f     du    _      71-1         ^^       I 

^      ""  2/l-^B2i     J       M^^-^  2/1^(3/1—2)    Bi    u3n-2 


'n    «^00 


(3/1-2)    B3 

_(n— i)(n— 2) 

— 77i ^ O'JJ 

2(3/1 2) 

-    .,     /"    du 

A'=: > :i-    I      __ 


n — 1    g    r     du  2/1 — 2      g        i 

~ir"Wj^  T^^^'  ^  /i(2/i— 2)  B2   u^- 

=={n  —  2)  JD 

n — I  g-   r^    du  in — 2     g-        1 

~n^      BlJ^  î?^^^^/i-^(3/i  — 2)lBi  «»"-- 


/i.  —  I   /,  " 


3/1  —  2 


m 


I   /t  —  \    g^    r^    du  1        /i  —  I        ^^       i 

"^  ~T  ""7?^  ^J  ^  "ï^^^^^  ^  T  /i«(/,/i  — 2)  Bi  zz'»'^-- 


i   (n —  i)  (/i  —  2)     , 

17  -^ 7-^^-^^ J--*D 

3  '|/i  —  '^ 


■\oi     , 


LE    Tlli    DE    PEEI^    FOUET 


^.  Dans  le  cas  de  F(v)  ==.  Bni»",  établir  le  développement  en 
série  en  fonction  des  puissances  de  tg  ':. 

On  part  des  (Vjiialioiis  de  la  théorie  d'Eulcr  (i(>i) 


il 


nbnii 


-  =  ()-  ?,/.) 


ou 


U 


^^^^7n^  +  §"W- 


Posons      p  =  t^'T.  On  aura,  pour  le  développement  de 
Çn(T)  en  série  : 

On  écrira  par  suite 


// 


U 


fd)n 


I    \   n 


nh 


[Q-i„{.):    n 


Q"   ■'+^Q     ^"'Çn 


1 

n 


n 


\  .'1.'^ 


1 
n 

I 
n 


n 


1.2 


Q~^~% 


•^iQ""   V.+-- 


ou  bien,  en  remplaçant  Ç„  par  son  développement,  borné 
aux  lenni^s  en  p^ 

r-  1  n  -|-  1    p- 

=  1  /76;;q;    _^  fn 


u 


«Q 


'     ("+')("+'-*)\_p!_  _L 

l.*2.i     ' 


On  aura  de  même  : 


ir'-^ 


il 


n 


nhnQ. 


•+7kT^^  + 


n^'Q' 


'i(n-\-'2.)    p- 


n'Q'       1 


fMn—i)       •i(n+-2)(-in-\-'i)\ 
+  ( — :j\ ^..r^H  .  ..  i — IP 


ni) 


n:'Q'  i.-i.i 
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.io3 


On  portera  ces  valeurs  de  u  et  de  //-  dans  les  éqna,l'ons 
du  niouvcmenl 


Il      (h 


II 


<j    cos- 


dp 


w 


iiv  = 


(/-: 


Ij     cos- 1 


w 


il 


dp 


n'  dz 

dy  =i tir-: r- 

^  fj      ^      cos-T 


n'- 


pdp 


ef  on  intéi^rera  de  p  à  p^  cesl-à-dire  de  t  à  a. 
On  arrivera  ainsi  aux  formules  sui>anles  : 


Q" 


nb, 


n 


U 


+ 


nO 


n  +  i     p- 


nHy 


i.i 


'n 


1         (n  -\-  i  )  (n  +  'ly 


n() 


im 


i.'i.  i 


()u     — 

L  .7  J 


n 


ut  =po  —  />  +  "Tk 7T ^ 

•'         '  '         ni)      i.i  n-{)'      1.2.) 

'n  —  i  (n-{-  i)  (n  -\-  '2)\  pi  —  p' 

ni)  ' 


//•'()• 


1 .  "Jt .  !i .  'i 


On 


fdjn 

L  .7  J 


iti) 


uH  ) 


On 


L  .7  J 


•^•^■~     i.'2     ~^  ni)    i.'i.'i  7^'       .    , 


nH)'        \.'i^.\ 
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Mdts  quand  a  Lroil  ils  Jevicnnent  d  '^  limlnns 
il  lift,  renies  das  tinis  dnnnces  a  I  iiiginc  V  a  et  i  et  di 
Id  quatnenie  quanliU  qui  diQnil  1  luire  ettremile  dft 
I  111. 

fl  est  bten  évident  que  la  déterminai  ion  île  ces  qtiat» 
I  iclpurs  p  rcvienta  celle  des  termes  sncceaaifs  de  la  sérift 
du  tir  d<  jjlein  fouel  cl  <{u  ils  sont  i  nnnus   poui  le  poî 
di  Umtt  pai  evpiiiplc    i  nn  lemu  de  1  ordre  de  -'  pri 
dapRa  les  (.quilmn-'  du  n      H^  qm   lonnenl  le  second' 

C  esl  datUeiiis  iinsi  (ju 
le  probUiiic  >mit  citon-* 
nott  Mil  di  -tnii  Tr-uli  dt 

ir    Li    hblc    bdlisliqut 


le  cnlond  Siacti  a  est  posé 
,i-dcswu«  1  jntrndiiclion  a  Ifl 
BiJi'.tique 

Avec  les  foiuiukb  qui  s'y 
limli  h  sdliilion  du  pi-oblÉnie 
!)ilislii[ui  I  11(  en  (si  loutcl  is  tim  grand'  piulie,  qui' 
si  dtj  i  ■•iilbsdnte  duis  1 1  pUijnrl  dis  ci-j  praliquet  Poui 
h  cfmpktei  il  laudnit  deleiunuei  Jes  fonLtii  n^  p  qiîî 
nlienl  dans  tes  Irumules  (  e  ii  esl  pas  une  queslioi 
iiinle  mai«  l  isl  un<  question  d  analyse  or  Innal^sPj 
qui  a  iLSohi  des  \m  bli  mes  bien  plus  diftinlea  et  com- 
plexes a  bien  assez  de  puisainte  jiiiur  us  ludi  cncon 
celui-ci  SI  I  on  ne  donne  pas  trop  d  tmpoit  iiiti  a  l'ecor 
nomic  des  takuls  L  ctononiie  des  i  alcula  ne  doit  pas 
Irop  coniptei  dans  letlt  question  si  1  on  j>ai\ient  à  eii 
pifsenttt  ks  fLïsultats  du\  pitluicns  dans  une  table  oi 
ils  puissent  puiser  les  nonibies  n(!  cessa  n'es  h  la  aolutioi 
des  problèmes  de  tir 

«  Nous  présentons  un  e&sai  de  tes  calculs  diiis  ceit 
noti  Vous  ne  nous  flattons  jkis  de  donnti  h  silutioi 
dtfinitne  d  un  probkiue  qui  nitme  dins  les  tis  le 
plus  particuliers    a  risiste  \  beaucoup  d  efforts     mais 
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il  nous  semble  avoir  ouvert  une  voie  à  la  solution  géné- 
rale et  avoir  même  fait  quelques  pas  dans  cette  voie. 

«  Il  va  sans  dire  que  celte  voie  se  trouve  dans  la 
région  des  séries,  car  fcs  formules  balistiques  impli- 
quent inévitablement  des  fonctions  transcendantes  qui 
ne  sont  au  fond  que  des  expressions  abrégées  de  séries. 
Nous  allons  donc  montrer  comment  on  peut  calcu- 
ler ces  fonctions  p  au  moyen  de  séries  ordonnées 
suivaint  les  puissances  descendantes^  du  coefliclent  balis- 
tique.   » 

I^  problème  que  le  colonel  Siacci  se  propose  ainsi 
de  traiter  est  celui  que  nous  avons  résolu  aux  para- 
graphes I  et  2  du  présent  chapitre  et  qui  donne  le 
second  terme  de  la  série. 

Mais  si  on  remarque  que  le  coefficient  balistique  de 
Siacci  est  l'inverse  du  notre,  on  voit  que,  dans  ses 
recherches,  ce  savant  balisticien  devait  aboutir,  non  à 
la  véntable  série  du  tir  de  plein  fouet ^  mais  à  (^elle  qui 
représente,  par  ses  premiers  termes,  la  solution  du  pro- 
blème balistique  dans  le  cas  où  la  résistance  fie  F fiir  est 
très  petite^  hypo[\ws(^  qui  conduit  au  développement  en 
série  suivant  les  puissances  de  r  ;  ce  cas  sera  traité  plus 
loin  (livre  V,  cha])itre  vi\  ,  et  il  n'est  point  dn  tout  com- 
patible, (m  général,  avec  l'hypothèse  du  tir  de  plein 
fouet  (2i3  . 

292.  Détermination  du  facteur  p.i  de  Siacci.  — 

Si,  avec  Siacci,  on  admet  (pi'en  première  approxima- 
ti(m  on  peut  prendre  tous  les  facteurs  P  égaux,  il  suf- 
fira de  savoir  calculer  l'un  d'entre  eux.  Or,  il  est  pos- 
sible de  déterminer  le  la(^leur  (Sj  par  exemple. 


ilj  LK    TIK     l)K     I»LE1>     FOIET 

Si  on  compai'c  les  deux  cxprossioiis 

iK—  I  fr  a+  ^!!=? + -  :'V^  '  J'- Jr  -  ^  (  J"- J'; + -^  (  J'"- Ji"; 


cl 


lf'T=li'a+  -^ 


cl  (lu'oii  MMiilIc  (|ii(\  pour  la  même  valeur  de  t,  on  ail 
la  uiruic  \al(Mir  (le//,  il  \iouclra  m  rolranrlmnt  luenibre 
à  UKMubrc 


Ir  :J'-Ji:  -4(J"-J^;+-i(J"'-J"' 


Ou  pounail  doue  calculcM"  p,,,.  pour  uu  poiul  (juol- 
('ou(|U('  de  la  Irajc^cloiic,  eu  (onnaissanl  seuloiuenl  les 
frois  loudious  j',  J^'  v\  j'",  supposées  (^alculérs  avec  la 
louclion   Vir    expériuieulale  (28'^  . 

On  pouirail  de  même  calculcM'  ps<>up|)  en  connais- 
sanl  seulement  l(*s  3  loruilons  s',  ",  "^  ou  d\  '^'". 


_j 


LIVRE   V 


LES   TROIS   SÉRIES   BALISTIQUES 


GllAPlTUE   Xll 

Li:s  F()^(:Tlo^s  halistiqi  ks  dk  siacci 

MTOl  li    D'I  A    l»()IM 

sj    1.   —    h'ouMi  i.i:s    iMn  II    m:   c  vi.ci  i,    d'i  \    vue 

ni:    1  II  \.i  KCToi  liK 

293.  Énoncé  du  problème  —  l^a  niéthodi'  du  ///• 
(le  plein  fouet  i\\\\  \'w\\\  (rclrc  cxposrc  dans  le.  cliapilrc 
pivct'donl  se  drduit,  sans  auln*  li\])ollirs(\  de  la  connais- 
sanco  dii  drvclopponicnl  v\\  s(  rie  du  cosinus  d'un  an<rlc» 
voisin  i\v  /rro.  Mais,  il  csl  hicn  r\id(Mil  (jui*  si  Tanfrlc 
consitiriv  n'csl  pas  voisin  ih^  /rro,  il  n'en  cvislc  pas 
moins  \\n  (l(''\('l(»pp('in(Mîl  du  cosinus  de  t  par  rappori  à 
un  aufflc  initial  a,  cl  cpic  si  on  Tulilisc  pour  le  poricr 
dans  les  écpialionsdii  prohiènie  halislicpie,  on  s(Ma  con- 
duit à  leur  résolution  par  une  série  analojifue  à  celle  du 
tir  de  plein  louet    \oir  n*  i5i   . 

Vinsi  snil  l'identité 

T  :=  a  —    a  —  t)  =  a  —  fi. 
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1111  nura    les  expressions  suivanles  des   ligr 
iin''lri(iiips  Rii  Innclion  tir  9 

L-iis  T  =  cris  a  -i-  rj  siii  te cos  a  . 


en  iiéglig'eaTil.les  puissances  de  9  sup*irieuresiilndeH)iiènic. 
On  se  [■end  cniuple  imnnédiatement,  d'api-ès  ces  i'or- 
milles,  que  le  déveioppeinent  obtenu,  dans  le  cas  di 
r^Holulîon  du  problème  bnlisliqiie  devra  ^Ire  d'une  o 
vergence  moindre  que  dans  le  cas  du  lir  de  plein  fovd 
(lij,  grAce  ;i  l'hypothèse  a  =  o,  qui  nnnulail  le  sinus,  l( 
développement  des  lignes  Irifînnoinétriques,  et  corrf^l* 
liveiiient  celui  des  éléments  bnlisli()ues,  saulail  un  l*rilïe 

Ici,  les  ternies  sont,  au  coniplel  et  le  développenieni 
du  ]>roblème  balistique  suivant  les  puissances  de  5  sen 
tel  que  le  terme  principal,  conservé  seul,  négligera  I« 
ternies  en  H'  scnlemenl,  tandis  que  dans  le  lir  de  pIeL 
rmiet,  on  ne  négligeait  par  les  m  è  nie  s  procédés  que  d« 


yç)4  ■  Équation  différentielle  de  l'iiodographe.  - 

K[i  pnsanl,  comme  au  n''2i4 

nous  l'crirous  l'équalirm  différenlielle  de  rhûdogriqi! 
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D'après  la  valeur  donnée  pour  cos  t  au  numéro  pré- 
cédent, on  calcule 


COST 


cos  a 


sin  a 


COS"  a 


e 


2  cos  a 


sm'  a 


cos  a 


6^.. 


En  développant  la  fonction  <î>  par  la  formule  de  Taylor 
réduite  à  ses  trois  premiers  termes,  on  trouve  : 


\  cos  T  /  \  COS  a 


u8^^cï>^ 


«e- 


u  sin-  a 


2   cos*  a 


<I) 


// 


COS"  a 

I  sm 

cos 


2  cos  a 


os  a  / 


-4- 


Prenons  pour  variable  la  quantité  a*  = 


a 


cos  a 


L'équation     différentielle     de    l'hodographe    pourra 
s'écrire  : 

—  in=  —  cos  a  ^(h  —  -^  sin  a  'jf^^h 
c  c 


iL 
c 


T  Sin"  a 
2  cos  a 


<I) 


// 


cos  a 


sm"  a 
cos  a 


CD' 


Ovfe. 


2Ç)5.  Intégration  du  terme  principal.  —  1°  Incli- 
tuiison.  —  Le  terme  principal  de  l'iiodograplie  a  pour 
e\[)ression 

—  (I(j  =J-  cos  y,(Pch, 
c 

en  i)é<rlijj:eant  les  termes  du  2^  ordre  en  0  dans  le  second 
membre.  Rétablissant  la  fonction  F,  il  viendra 


.7 


fl 


(Il  =  -^  cos  a  —rpr 
c  TV 
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Celle  ('([ualioli  s'inlè^ar  à  l'aide  de  la  ronrlioii  halis- 
iKjue 


J=  — 


on  la  variable  esl  actuelleiiienl  t. 
On  a  aiîisi 

,  eos  a  ,  . 

-o  =  — —  .:j„-j), 

car  pour  t  =--  a,  ou  a  0  =  o. 

Mais,  d'au  Ire  pari,  ou  a,  (ra|)rès  l(^s  développeuieuls 
eu  série 

->   siu  a 


f)  =:  '|o-  -z  —  l<i-  a   cos-  a  —  ^■ 


ros  a 


Ou  anni  doue,  pour  riiodo^^iaphc^  iulé<i:ré 

.,    siu  a 


lfrT=l 


fi-  a  H '  Jo  —  J)  —  ^'  — T- 

r  eos  a  eos   % 


e'esl-à-dire  (juaud  ou  uéf^di^e  0* 


|«^r^^   |oa-] 'J    J 

c  eos  a    ^    *^ 


i>."  Temps.  —  L'é(|ualiou  (î>^i3) 

dl  = r 


(j    eos'  T 
eu  reuiarcpiaul  (pie 

siu  a 


2O 


cos"  T  cos"  a  cos"  a 
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ot  on  iiilrodiiisant  la  variable  g*  devient 

dl  = :'  I  —  :>M  V^  a)  dh\ 

(j  cos  a   '  n    y      •> 

« 

le  terme  principal  sera 


( 


lt  =  ^ 


<l  cos  a 

(|ni,  en  ren!|)la(;an(  (IH  par  sa  \alénr,  (Unienl 

,                I    d'y 
df  = r^. 

On  in(é<4^rera  en   inlrotluisant  la  Innclion  S  t    et  il 
vi-endra 

S  — S 


0 


(' 


3°  Abscisse.  —  Le  même  niodc^  de  calcul  a|)pli(|ué  à 
Téqualion  dillerenlielle 

,  //■       fh 

(f.r  = ; — 

conduil  à  la  relation  a\er  (I(mi\  lermes 

> 
d.r  = f  i  —  :>M  i":  a;  dh 

on  le  l(»rme  princi|)al,  seul  conser\é,  donne 

cos  a    'jdy 


f/.r  =  — 


/* 


y  ' 


L  intégration  introduit  la  l'onctii^n  D  et  doime 

D  — Do 

./•  ==  cos  a  


(' 
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4^  Ordonnée.  —  L'cqualion  difFérenlielle 

,  ir  d'z 

(ly  = tgT — 

^  7     ^      cos-  T 

6 


en  roTupiaçant  I^t  par  sa  valeur  Iga  — 


cos'^  a 


.s'écrira  : 


ir  dh  u'   ,      rfO 

dy  =  —  tg  a 3 Il  7 — 

y  COS"  a  r/        cos  a 

el  le  iernie  principal  est 

,  ir  dH  (j-  ,.  sina    o-rfo- 

(fy  -■=  —  Iga 5 —  =  —  tg  ad^  = =- 

(/  cos"  a         ff  c         r 

On  a  donc,  avec  la  fonction  D(5) 

D  — Do 

y  =z  sin  a î^ . 


5^  Résumé.  —  Pour  un  arc  quelconque,  d'origine 
(\  ,,,  a),  les  éléments  des  extrémités  de  Tare  sont  données 
|)ar  les  Formules  suivantes,  réduites  à  leiu-  premier 
lenne,  où  la  \ariable  est  la  quantité  : 

u 


cos  a 
I  D  — D 


IgT^^lgaH-— — —  J^  —  Jj;     X  =  cos  a 


0  . 


ccos  a  '                                   c 

S  —  So  .         D  —  D, 

-\  y  =  sm  a ■ 

c  -^                        c 


On  V  néglige  un  terme  de  Tordre  (a  —  t)^. 
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La  variable  o-  =  - — ^ —  est  é^fale  à  la  projection  M\ 

cos  a  ^  ^    ** 

parallèlement  à  la  verticale,  de  la  vitesse  r  sur  la  tan- 
gente à  Torigine  de  la  trajectoire. 

La  variable  7  est  parfois  désignée 
(Siacci)  sous  le  nom  de  pscuflo-rilease 
(9.55).  rj^nrëhiZ 

296.  Formules  de  Nivens  et   de 
Siacci.  —  Il  est  nécessaire  de  s'arrêter         pj,,  ^^ 
sur  la  formide  de  Tordonnée.  En  ellVl  le 

problème  qui  vient  d'être  traité  du  calcul  d'un  arc 
quelconque  de  trajectoire  où  t  nVst  pas  voisin  de  zéro) 
a  été  résolu  par  les  auteurs  de  deux  manières  différentes. 

Sous  le  nom  de  «  formules  de  Nivens  »  on  trouve,  en 
elTet,  tout  d'abord,  à  ([uelques  détails  près,  les  formules 
((ui  viennent  d'èlre  établies  (29^,  5^)  et  qui  se  distinguent 
des  formules  du  tir  de  plein  fouet  par  ro\j)ression  de 
Tordonnée  qui  est  simplement  y  =  x  tg  a. 

Siacci,  dans  sa  Balistique  (p.  54),  résoul  le  mémo 
problème  en  donnant  à  y  la  même  forme  que  dans  le 
cas  du  tir  de  plein  fouel    919),  c'est-à-dire 

y  =  X  tg  a  —  -^  i  A  —  Ao  —  Jo  (D  — DJ  L 

Cette  dernière  expression  es(  fauliNe,  car ./;  tg  a  esl  ici 
du  premier  ordre,  el  le  terme  du  second  ordre  de  y  no 
[)eul  être  introduit  (jue  si  dans  ./;,  on  conserve  égale- 
ment le  terme  du  second  ordre. 

297.  Calcul  d'une  trajectoire  par  arcs  suc- 
cessifs- —  On  peut  se  servir  des  formules  du  n"  298 
pour  le  calcul  d'une  Irajectoiro  j)ar  arcs  successifs  :  cette 

lUIlSTKjl  K.  2| 


4aa  1X9  Tp^Oe  I 

méthode  aura  même,  s 
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les  méthodes  exposées  i 


n""  1 83  et  suivants,  de  nombreux  avantages  de  généralité 
d'appliculion  cl  de  facilité  des  calculs. 

En  y  joignant,  dans  le  voisinage  du  somoiel,  par 
exemple  pour  le  calcul  de  l'arc  de+  5" à— 5",  l'applica- 
tion deslbrniulefi  du  lir  de  plein  fouet,  on  aura  un  pro- 
cédé trùs  rapide  de  ciilcul  d'une  Irajcclnire  par  arcs. 

Mais  il  ne  faudra  pas  oublier,  si  on  n'emploie  pas  le 
second  terme  de  la  série  qui  sera  donnée  au  paragraphe 
suivant,  ipi'on  doit  prendi'C  l'amplitude  (t(  —  tJ  do 
l'arc  choisi  pour  le  calcul  avec  les  formules  du  n"  293 
moins  grand  qu'avec  les  formules  du  lir  de  plein  Ibuel. 

En  plus,  il  estaiséde  voirque,  si  au  lieu  de  développer 
les  lignes  tri  gon  orné  triques  (agi)  par  rapport  k  l'incli- 
naison initiale  a  ou  t„  de  l'arc,  on  les  développe  par  rap- 
port à  l'inclinaison  moyenne  — ^^  [J.,  les  formules 

restent  les  mêmes,  mais  que  la  variable  t  esl  alors  égale 

à  T  = = — .  Dans  ces  conditions,  les  for- 

COH  [i  cos  ^ 

mules  donneront  une  bien  meilleure  approximation, 
.l'erreur  commise  étant  positive  sur  une  moitié  de  l'arc 
et  négative  sur  l'autre  moitié. 

On  écrira  donc,  comme  formules  pratiques  du  calcul 
d'un  arc  quelconque  de  trajectoire  avec  le  premier  terme 
de  la  série  seul  : 


'îï-,= 


S,  —  S 


-;jn- 
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§    2.    SECO^D     TERME    DE     LA     SÉRIE 

298.  Équation  de  Thodographe.  —  Conservons 
maintenant,  dans  Téquation  différentielle  de  l'hodo- 
^^raphe  le  terme  en  0^  qui  avait  été  négligé  en  première 
approximation.  L'équation  du  n"  292  devient  : 

—  rf9  ==  —  cos  a  ^di  —  —  sin  a  o-^Wcr. 
c  c 

Rétablissons  dans  le  premier  membre  la  variable 
(h  =  —  rfO  et  multiplions  de  part  et  d'autre  par 


COS"T 


cos^  a 


—  29 


sm  a 
COS"*  a  ' 


il  viendra  : 


fk 


COS"T 


$cos  a — 


-  !T$'9  sin  a 
c 


I  .  sm  a 


COS"  a 


cos^  a 


ou,  aux  termes  en  Q^  près 

fk           71^1'    2(7    sin  a    . 
:j— =-^ Wt ^ 5—  9 


c()S"T        c   cos  a 


c    COS"  a 


rfcr. 


Posons,  d'après  une  notation  déjà  adoptée  (277) 

2 
Il  viendra  : 


7   -,         I      /  (jF' 


2(tF 


F 


(k  (j         r/T  2r/    sm  a 


d 


COS-T 


C  COS  a    <T 


F 


c     COS"  a 


9ÏÏV/T. 


Mais  il  est  permis,  en  négligeant  encore  un   terme 
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en  6^  dans  le  2*^  membre,  de  renjplacer  6  par  sa  valeur 
principale 


cos  a 


c 
de  sorte  qu'il  viendra  : 

fh  <i         (h 

co 


0  =  -—  (  j  -  j„) 


(h  q        (h  (1    sin  a  ,  ^„,  . 

:os-':  c  cos  a   o-r  c   cos  a  ^    "  ^ 


Introduisons  alors  les  fonctions  j'  et  j"  définies  au 

n"  2J7  par  les  relations 

il  >ien(lra,  pour  l'intégrale  de  l'iiodographe  : 

lKT=l}îa+ -^r^  (J„- J)  +  -^  lgai2j.(j'-Ji)-(j"-jr;, 

'^99-  Temps    —  Dans  Téquation 

a      (h  <T  cos  a      (h 


f 


(J    C(^S-  T  (J  COS^  T 


portons  la  valeur  de ^  avec  deux  termes  ;  on  aura 

COS"  T 

<//  = r; r  sm  a ,  J.  —  J  )  iH  (h. 

Les  définitions  du  n"!>.j8  donnent  pour  les  deux  fonc- 
tions s'  et  s"  : 
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IJ  viendra 

'5oo.  Abscisse.  —  Pour  l'abscisse  on  aura  : 


flx  =  — 


W 


ch 


g    cos-  T 


flx  = 


^d: 


cF 


cos  a V  sin  a  ces  a  (  J^  —  j)  <T"M'rfT 


d'où  on  tire 


x=cosa 


D  —  Dn      sin  a  cos  a  r 


F^[2J„(D'-Di)-(D"-Dl')] 


avec  (279) 


.^01.  Ordonnée.  —  On  a  : 


dy  =  - 


w 


'J 


ik 


COS^T 


9 


on  remplaçant  Ig  t  par  tg  a ^ — ,  il  vient 


(/y=_ 


W 


(h 


g    cos' 


Iga 


e 


COS"  a 


ou 


(h  =  te:  a  f/o?  H ^ 

-^  ^  (J  COS^T 


et  dans  le  second  membre,  il  suffira  de  remplacer  Ô  et 


4'iG 


COS"  T 
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par    leurs    valeurs    principales.    On   a   ainsi 
dy  =  Ig  a  r/x*  —  —  ( J^,  —  J)  -p-- 


Intégrant,  il  viendra  : 

y  =  X-  tg  a  —  -^  [ J,(Do  —  D)  —  (Ao  —  A)] 

Kn  remplaçant  x  par  sa  \aleur,  on  aura  Texpression 
totale  de  y  en  fonction  de  a. 


!k)2.  Résumé  des  formules.  — 

I 


Inclinaison  :  tg-:=^  tg  a 


Temps  : 


AbscisSi 


c  cos  a 


(Jo-J) 


^  lga[2j„(j'  — Ji)  — (J" 
S  — S„ 


-Ji')] 


—  -^  sina  [aj„  (s'  —  Si)  —  (S" 

D  — D,. 


Si')] 


./; 


cos  a 


4-  siii  a  cos  a  fi^  Jo(D'  —  DJ)  —  (D"  —  d!,')] 


Ordonnée  :    y     =  sin  a 


D  — D. 


c' 


^sin^a[i>J,.;;D'— Di)  — ID"--D!,*)]— ;:2[jo(D— D)— (A-A) 


Le   second    lernie  de  la   série,  dans  le  cas  d'un  arc 
quelconffue  de  Irajecloire,  s'obtient  donc  par  des  formules 
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OÙ  entrent  les  six  fonctions  J^,  j",  S',  S",  D'j  D"dcjà  ren- 
contrées clans  le  tir  de  plein  fouet  ;  mais  ce  terme  nVsl 
que  du  second  ordre  par  rapport  au  premier,  au  lieu 
d'être  du  3^  comme  dans  le  cas  du  tir  de  plein  fouet. 

On  remarquera  que  toutes  les  expressions  enlre  cro- 
chets tels  que  — y  [2Jo(j'  —  jj>)  —  (j"  —  j")]  sont  du 

second  ordre  en  B  =  a  —  t.  Cela  résulte  par  exemple 
pour  celle-ci  de  la  formule 

cos"  T         c  cos  a    o-r  c    ^os"  a 

qui  peut  s'écrire 

fh  a        (h  sin  a     ^'  .  ,, 

COS"  T  c  cos  a    tF  •  cos'^  a    4> 

W 

et  TT-  =  ^  —  ''  • 

On  voit  que  quand  a  devient  petit  (tir  de  plein  fouet) 
le  i^*"  et  le  3*^  terme  du  second  membre  de  y  deviennent 
de  grandeur  comparable  et  du  a*"  ordre  par  rapport  à  ,v. 
Le  second  terme  au  contraire  est  du  4^  ;  V  se  réduit 
donc  bien  à  la  forme  du  tir  de  plein  fouet. 

Si  on  prend  le  développement  de  l'hodographe  (292) 
en  y  faisant  a  =  o,  il  reste 

c  ne 

Si  on  multiplie  par — -y—  =1+7-  et  (ju'on  rem- 


cos 


place  6^  par  t\  il  vient 

tt     V  tË  " 


;—  =  -^  ^(la  +  — 

cos-  T  r  c 


2 
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ce  qui  est  bien   l'équation  de  l'hodographe  du  tir  de 
plein  fouet  (214). 

3o3.  Théorème.  —  Quand  on  prend  pour  variable 
u 


,  avec  UL  =  -^ et  que  F(v)  peut  être,  sur 

COS  [JL  '  2  1  \  f  r 

la  longueur  de  l'arc^  remplacé  par  B„u^,  n  étant  un 
exposant  quelconque^  le  terme  du  second  ordre  de  tgT 
est  nul. 

En  effet,  en  posant  t  =  ;jl  —  ([jl. —  t)  =  [a  —  6  on 
écrira  l'équation  de  l'hodographe  avec  deux  termes 
(296) : 

d'z  g       d 

(*0S^  T  C  COS  [JL    tF 

ou 


C    cos'^  a      2tF   \  F  y 


r/T  r/         ^/t         r/     sin  ui    ,  . ,,  rfo" 

COS"  T  c  COS  [JL    0"F  c     COS'^  (JL    ^  tF 

co  qui  peut  s'écrire 

d'z  a        di 

COS-  T 


—r-  =  — ^^^ =r  +    I  —  /i    tg  Hi  6rf9 . 

DS-  T  C  COS  [JL     œF  ^  /     «^  » 


Intégrant,  il  viendra  : 


mais 


1       '^0  fi  ..        _  S       "^1 


2  :* 

el  par  suile  ÔJ  —  65  ==  o. 

^     j   »" 
Ainsi  donc,  quand  on  adople  la  valeur  [jl  =2-^ lî- 
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avec  la  variable  o",  les  formules  du  premier  terme  du 
n"  3j6  font  connaître  Jj,  c'est-à-dire  la  vitesse  i\  à 
l'extrémité  de  Tare  avec  une  précision  supérieure  à  celle 
fournie  par  les  trois  autres  équations,  puisqu'elles  ne 
négligent  qu'un  terme  en  6^,  si  les  variations  de  l'expo- 
sant n  sur  l'arc  sont  peu  rapides. 

3o4-  Exercices.  —  i°  La  série  générale  qui  vient 
d'être  développée  admet  trois  cas  particuliers  (5i)  : 

l'^T  voisin  de  zéro  (tir  de  plein  fouet)  ; 

•2°  T  voisin  de  —  sur  la  branche  ascendante  (tir  vertical  de 
bas  en  haut)  ; 

3^  T  voisin  de  — -  sur  la  branche  descendante  (tir  vertical  de 
haut  en  bas). 

Dans  ces  deux  derniers  tirs  on  suppose  qu'on  n'est  dans 
le  voisinage  ni  du  point  Q.  de  vitesse  intime,  ni  du  point 
v'  de  vitesse  terminale. 

On  prendra  pour  variable  la  vitesse  verticale  t'y  =  ^'  sin  t. 
Les  équations  du  mouvement  s'écrivent  : 

d'  duy 


COST 


V,. 


.+lFf^ 


g      \sin  T 


/     J 


,.  l'y       \  di  II  di\ 

dt       = '--r 


q  SIUTCOST  <7  smT       ,     c   .    /   i\ 

•'  "^  i  +  -  F   "A- 

(j      \smT^ 

,  i\      1        f/T  11  i\.  di\ 

dv        = -r 


q    SUIT  COST  (f    SUIT         .       I    .,/    l'v 

'    fj      \smT, 
,  l'v     d'  I       1  i\  diK 

dj-      = .     >      = ;-T-COST '■ 


7 


(t   sm-T  q  sm-T  c  _/   ik. 


g      \smT 


43o  LES    TllOIS    SÉRIES    BALISTIQUES 

On  posera     t  = 0,     d'où     sinT=  i et  on  déve- 

loppcra  F  |  -^-  \  par  la  formule  de  Taylor. 

l.cs  premiers  termes  de  la  série  seront  donnés  par  les  for- 
mules suivantes  :  ^ 

c      I  dvy 

cosT  =  cos  a  Ij) ,     avec    Log  I^)  = I        — 7- r 

"  ^    /       .,(f+F) 

0        ''0  ^0 


=  i-  cos  a  X^y, 


c 
Les  fonctions  S  et  A  sont  celles  du  n°  Go 


Des  formules  analogues  existent  pour  le  mouvement  des- 
cendant, en  changeant  g  en  —  (j  dans  les  intégrales. 

'2°  Ces  intégrales  peuvent  s'obtenir  sous  forme  linie  dans 
les  hypothèses  F(i>)  =  B2i^-  et  F(i')  ==  B.,u''  ^. 

'\^  Au  voisinage  du  point  ( j— ,  v\  on  peut  traiter  le 

problème  en  faisant  usage  du  développement  indiqué  au 


n^  108. 

Posant  T  = 1-  0     et     v  =  v'  —  e,  on  a  obtenu 

riiodographc  sous  la  forme 

*  M.  (le  Sparrc,  Mémorial  de  i Artillerie  de  la  marine,  l.    XXIII,    189.5, 
p.  633. 
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On  aura  donc  : 

v^  —  Vo 


1^  =  1''  —  a^^       avec       a  = 


Qo" 


On  obtiendra  alors  les  autres  cléments  du  mouvement 
par  rintégration  des  équations 

gdt  =^{v'-a^-)j 


gdx  =  —  (i/  —  -2  aO^)  (iO 

6 


gdy=  —  (u'—  '2aO°)-^ 


CHAPITRE  XIII 

LE  TJU  TENDU   A  GRANDE  VITESSE 

§   I.   —   Formules  du  tir  texdl 

iJo5.  Les  deux  développements   en  série.   — 

\ près  avoir  cludie  au  chapitre  précédent,  au  moyen  des 
fonctions  de  Siacci,  les  environs  d'un  point  de  la  tra- 
jectoire, en  prenant  comme  point  de  dépari  un  dévelop- 
pement en  série  de  nature  essentiellement  trigono- 
métrique,  nous  nous  proposons  actuellement  de  faire 
coimaîlre  les  deux  autres  développements  qu'on  peut 
obtenir  autour  d'un  point  de  la  trajectoire  (i5o). 

(les    dévelopi)emenls    considèrent   la    grandeur    du 

rapport de  l'accélération  de  la  résistance  de  l'air  cF 

il 
l\  celle  de  la  |)csanleur  (j. 

Dans  le  premier  cas,  on  supposera  que  le  rapport  est 
très  grand;  son  imerse  sera  très  petit  et  c'est  cette 
(juantité  qui  négligée  d'abord,  puis  introduite  à  la  pre- 
mière, puis  à  la  deuxième  puissance  donnera  la  série 
cb(M'chée,  déNeloppée  suivant  les  puissances  ascendantes 

(le  rin\(Mse  —  du  coeflicienl  balistique. 

''  .  cV 

Le  sero/id  cds  supposera  au  contraire  le  rapport  — 

1res  pelit;    la  résistance  de    l'air  sera  très   faible  et  le 
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même  procédé  crapproximations  successives  permettra 
d'obtenir  le  développement  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes du  coefficient  balistique. 

3o6  Le  tir  tendu  à  grande  vitesse.  —  Le  rap- 

port  —  aura  une  valeur  très  grande,  tendant  vers  l'in- 

(ini  à  mesure  qu'on  s'éloignera  en  amont  sur  la  branche 
ascendante  vers  le  point  (1,  et  la  série,  réduite  à  un 
seul  terme,  répondra  à  la  solution   du  problème  dans 

cette  région.  Si  on  s'en  éloigne,  la  même  série  en  — , 

c 

|)rlse  avec  des  termes  de  plus  en  plus  nombreux,  sera 

cV 

encore  valable  tant  que  le  rapport  —  sera  plus  grand 

([uc  l'unité.  Après,  c'est  l'autre  série,  en  c,  qui  deviendra 
d'un  emploi  légitime. 

\jQ  nom  de  tir  lendu  à  (jrande  vitesse  donné  à  la  série 

en  —  rappelle  la  propriété  limite  dont  jouil  son  premier 

terme. 

.^07.  Recherche  du  premier  terme  delà  série. 

—  i"  Inclinaison,  —  L'bodographe  étant 

rV 

du  = iv/t, 

!J 

exigera,  pour très  grand,  ([u'on  ait  (h  =  o.  C'est 

rinlégraleT:=a  (jni  correspond  à  la  limile  pour  i'=  oc. 
Cela  >eul  din^  (|ne  la  trajectoire  es!  sensiblement  recli- 
ligru»  o{  se  confond  avec  la  langenle.  On  peul  aussi 
bi(Mi  écrire  IgT  --^=  Iga. 


UVI.IMK.H  H. 
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(h  esl  un  infiniment  petit  d'un  ordre  d'autant  })lus 
élevé  que  le  degré  de  F  en  v  est  plus  considérable. 

'a"  Temps,  —  En  portant  Tliypothèse  t  =  a  dans  les 
autres  équations  du  mouvement,  on  obtiendra  le  pre- 
mier terme  ])Our  chaque  élément. 

On  a,  pour  le  temps  (129.)  : 

,  I  do 

df  =  — 


7     ^1''     I     • 

• \-  sm  T 

!/ 

cF 

—  étant  Ires  «rrand  relalivemenl  a  sin  t,  on  écrira  en 

!J    .    .                                   cF  . 

mullipliani  haut  et  bas  par sin  t 

dv  (j     .        dv 

cv         c-  V- 

Le  second  lerme  est  au  premier  dans  un  rapport  do 
Tordre  de-^,  qui  est  infiniment  petit  :  on  le  né«rli*,'e 
d'abord  el  l(^  terme  principal  de  la  série  esl  : 


—  _'J_'  r  ^''' 


ou  en  introduisant  Ja  fonction  S 


c 
3°    [hscissc.  —  On  a 

d.r  =  r  cos  t  dt. 


q q 

/  = .  variable  r  . 
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Mais  T  =  a,  en  premièie  approximation;  on  trouve 

donc 

,  vdv 

dx  =  —  cos  a  -^=r 

cv 

d'où 


./; 


cos  a    /'" 


l'C?t' 


OU,  en  introduisant  la  fonction  D, 

X  ==  cos  a (variable  v) 

c  ^  ' 

4**  Ordonnée.  —  On  a 

dy  =  V  sin  t  (// 

d'où,  par  le  même  raisonnement 

y  =  sin  a .   (variable  i 

c  ^ 


5"  Hésunié,  —  Les  formules  des  premiers  termes  du 
///•  tendu  à  grande  vitesse  sont  donc 

l«^  T  =  tg  a,  X  =  cos  a  - 


c 


/= -,         y  =  Sin  a variable-/'. 

So8.  Second  terme  de  la  série.  —  i""  Ific/lnaison. 
—  On  va  introduire  maintenant  Ihypotlièse  que  x  n'est 
pas  tout  à  fait  égal  à  a.  L'hodographe,  en  développant 

f/a,  s'écrit 

cF 

cosT  dr  —  r  sin  (h  = vd-z, 

9 
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Mais   V  sin  t  (k  est  infiniment  petit  par  rapport    à 

cF 

vd'z  et  riiodosrraphc  se  réduit  à 


c¥      , 

COST 

do 

-       l'CfT 

9 

qu  on  écrira 

(h 

ij      dv 

COS-T 

COS  T  cv F 

Mais,  dans  le  second  membre,  puisqu^l  s'agit  du 
deuxième  terme  de  la  série,  cos  t  doit  être  remplacé  par 
COS  a  et  en  intégrant,  il  viendra 

I         r'      dv 
tg  T  =  tg  a  H /    (j  ^.=r , 

^  ^  c  cos  a  Jvo      ^F 

ou,  en  introduisant  la  fonction    . 

''-      dv 


I 


tg  T  =  tg  a  H (j,,  —  j)         (variable  v  . 

c  cos  Cf.  ^  ^ 

2"  Temps.  —  Nous  avons  trouvé  l'équation  différen- 
lielle  ,  , 

dt  = =-,-  +  -V  sm  T  -777  . 

cv         c-  r  ^ 

Il  sullil  de  faire  sin  t  =  sin  a  pour  obtenir  l'intégrale 

S--S.,  sin  a   ,  , 

en  posant,  comme  délinllion  d'une  nouvelle  fonctiou 
halisli(|ue 


\'-'. 


__  I'  dv 
jv    F^ 
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3*^  Abscisse.  —  L'abscisse  est  un  peu  plus  compli- 
quée, car  on  a 

,  ,  vdv  a     .  vdv 

(ix  =  V  cos  'z  (11= =^  cos  T  H — ^r  sm  t  cos  t  ■  „, 

et  r  r  - 


et,  dans  le  premier  terme  du  second  membre,  entre  cost 
qu'on  n'a  plus  le  droit  ici  de  remplacer  par  cos  a,  puis- 
qu'on négligerait  un  terme  en  — .  Posant  t  =  a  —  ,'a  —  t) 


on  aura 


cos  T  =  COS  a  -|-  sin  a  s  in  (a 


V 


Mais  Thodographe  peut  s'écrire 

cos  a   , 


a 


K^Q 


j). 


Donc  cos  T  =  cos  a 

On  aura  ainsi 


cos  a  .  . 

sm  a ( J„  —  J) . 


(lx= 


cou  7.  vdv        (1    . 

— ^smacosa 


cF 


L'intégration  donnera 


I  ^  vdv      vdv' 


x  =  cos  a 


D  — D. 


F- 


c 


■î^smacosa 


^-[j;;Do— D)-(A,— A)l+(?>— (0, 


en  posant  la  fonction  connue 


/'*'      vdv 
=  —      J-p- 


(i'  variable) . 
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ce  qui  est  bien  réquation  de  l'hodographe  du  tir  de 
plein  fouet  (214). 

3o3.  Théorème.  —  Quand  on  prend  pour  variable 
,  avec  iJL  ==  -^ —  et  que  F(v)  peut  êlre^  sur 


COS  [Jl  '  2 


/a  longueur  de  Carc^  remplacé  par  B„f^,  n  étant  un 
exposant  quelconque^  le  terme  du  second  ordre  de  tg  t 
est  nul. 

En  effet,  en  posant  t  =  ^  —  ([jl.  —  t)  =  [jl  —  9  on 
écrira  Icquation  de  l'hodographe  avec  deux  termes 
(296) : 

COS^  T  C  COS  [JL    tF  C      COs'"^  [JL        2tF    \  F   / 

ou 

t/t                7        r/^         a     sin  ul    ,  sr.  d^ 
J — =  i^ -il i — (l   —  /J]y_-_-_ 

COS"  T  c  COS  [JL    O-F  c     COS''^  [JL    ^  0"F 

ce  qui  peut  s'écrire 

d'z  a        dfj        ,  '         .  .  ,^ 

COS"  T  C  COS  [JL     Œ^  ^  /     «^  » 

Intégrant,  il  viendra  : 

1  g  T, = ig  T„ + -^^  (  j  -  jO +-î-^  tg }.  (6î  -  ej) , 

mais 


2  1       r        -1 


cl  par  snilc  0?  —  %  =  o. 

Mnsi  tloric,  quand  on  adopte  la  valeur  ja  =  — 
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avec  la  variable  d,  les  formules  du  premier  terme  du 
n"  276  font  connaîlre  Jj,  c'est-à-dire  la  vitesse  i\  à 
rexlrémité  de  Tare  avec  une  précision  supérieure  à  celle 
fournie  par  les  trois  autres  équations,  })uisquVlles  ne 
négligent  qu'un  terme  en  6",  si  les  Aariations  de  l'expo- 
sant n  sur  Tare  sont  peu  rapides. 

3o4.  Exercices.  —  1°  La  série  générale  (|ui  vient 
d'être  développée  admet  trois  cas  particuliers  (5i  )  : 

i**  7  voisin  de  zéro  (tir  de  plein  fouet j  ; 

•2°  T  voisin  de  —  sur  la  branche  ascendante  (tir  vertical  de 
bas  en  haut)  ; 

.'i^  T  voisin  de  -;-  sur  la  branche  descendante  (  tir  Ncrlical  de 
haut  en  bas). 

Dans  CCS  deux  derniers  tirs  on  snpj)ose  qu'on  n'est  dans 
le  voisinage  ni  du  point  il  de  vitesse  intime,  ni  du  point 
v'  de  vitesse  terminale. 

On  prendra  pour  variable  la  vitesse  >erticalery  ==  v  sin  r. 
I^s  équations  du  mouvement  s'écri>ent  : 

ih  di\. 


COS7 


,.  l'v     i       d'  Il  (//'v 

dt         = '  -r- 


q  smTCOST  <i  suit      .     c  ,   /  i\ 

.  l'y      i        d-  Il  Ty  di\ 


^ 


(j  sm  T  cosT  (j  sm 


,  v\      d'  I        I  ?'v  di\ 

«J*       = '■ : — ^  :■= ; — —  COS  T 


il     >i"' 
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Supposons  que  y  soil  dcvcloppablc  suivant  les  puissances 

ascendantes  de  ~  et  soit  le  développement  effectué  sous  la 
forme  ^ 

,v  =  Yo  +  fY.+  (f)Sv+...+  (fj"Y„ 

Yo,  Yi...  Ya  étant  des  fonctions  inconnues  de  v  qu  il  s'agit 
de  déterminer;  leurs  dérivées  sont  Yq,  Yq,  Y[,Y\'...  La  mé- 
thode consistera  à  former  y'J  et  jj,  au  moyen  de  ce  dévelop- 
pement, à  substituer  dans  l'équation  différentielle  et  à  éga- 
ler séparément  à  zéro  chacune  des  puissances  de  — .  On  aura 

ainsi  une  série  d'équations  différentielles  à  résoudre,  qui 
donneront  les  termes  successifs  de  la  série. 

YJ,  est  nul.  —  En  effet,  l'équation  qui  donne 

cFyy 
sm  T  = r^ — r 

établie  au  n°  9*5,  permet  d'écrire 

,  V  sin  T 

uyv  =  — 


cF  . 

-f-  sm  T 


0 
ou,  en  effectuant  la  division  : 

uyc—     ^     p    -hi^^^     p,   (— 1)  y^j     pn 

(  )n  voit  ainsi  que  le  développement  de  gy'^  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  -^  ne  doit  pas  contenir  de  terme 

indépendant  de  -^  .  On  posera  donc  : 

c 
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3 II .  Détermination  des  fonctions.  —  En  l'or- 
mant  gy'.j  et  portant  sa  valeur  ainsi  que  celle  de  gy',.  dans 
l'équation  dilTérenticlle,  puis  en  égalant  à  zéro  les  coetïi- 

cients  de  — ,  (  —  )   »  (      )    . . ,  on  trouve  les  formules  sui- 


vantes : 

^  l'F'         \ 

—  i  =  () 


/vF''        \  /vV  \    ■     11-' 

t-'Yï  +  vn\,  (^-^  _  ,  j  +  vX^  (-^  -  1  j  +  pj  =  „ 


v^x•l  _f-  i,n-i  ( -p —  I j  +  -^nYiv:.  -  Yi'  +    p,  _ ,. 


P  est  une  l'onction  de  t>  connue  ([uand  les  équations  qui 
précèdent  ont  été  résolues.  Or,  on  sait  résoudre  Téquation 
dilTérenticlle  générale  : 

i-'Yi'  +  i.^y;,  ('-^  _  i)  +  p  =  „. 

L'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  estenelVet  : 

R  étant  une  constante. 

Considérant  K  comme  une  l'onction  inconnue  de  v  et  la 
portant  dans  l'é([uation  dilTérenticlle.  on  aura  : 

f/lv  _         Vy_ 
et  par  suite  : 

V         V     r'  VF 

d'où    :  Yn  =  K„   -TT   -TT     I       r-  (Iv. 


•2. y. 
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Pour  dctcrinincr  la  constante  K,  il  sulïit  de  rapprocher 
les  deux  séries  écrites  à  la  lin  du  numéro  précédent,  qui 


i'  sm"  T 


donnent  y;  =  (—  i)"       p„ 
Pour  V  =  Vq,  on  aura 


V'  =  K,    ^" 


sin"  a 


1   F 

i  0 

*  0 

i^  Calcul  de  YJ  et  de  Y^.  —  Faisant  P  =  o  dans  la  Ibr- 

V     n  V^dv 


mule  générale 


,,  _  V  V     r^  VVdv 


y: 

0 

V  .  V 


il  reste  Y',  =  Kj  -rr  =  —  sin  a  -vr . 

On  aura  donc  : 


.,  .  f"  vdv 

t.'  '  0 

c'est-à-dire  : 

Yi  =  sin  a  (D  —  Do).    • 

•2^  Calcid  de  Y 2  et  de  Y 2.  —  Faisant 

il  viendra  : 

sin-a    i;  u     .    ^     C"^  /l'F'         \  (/<^  *•      Z'''"  c/i; 

^^ = -PT  T  -  F  ^'"^  Vv„  (-F  -  V IIF  +  T  i.  d? 

sin-x    II  0     .    ^     /  1  1  \         y    cos-x  , 

=  -pT  "F  ~  T  ""'"  1,  f;  ~  TJ  ~  T  -y-'.*'»— J) 

||           cos-a     II    , 
-.  siira  -pv —  Y  (Jo  — J). 
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Intégrant,  pour  avoir  Y^,  on  obtiendra  : 

r^  vdv         cos-a         f*'^  vdv        cos-a    Z***     vdv 

c'ost-à-dirc,  en  introduisant  les  mômes  fonctions  balistiques 
qu'au  n°  3()G  : 

Ya  =  sin-a  (tOo  —  Cô)  —  - — ^[Jo  (Do—  D)  —  (Aq  — A)]. 
'\^  Premiers  termes  de  la  série.   —    Gomme 

on  aura  : 

D— Do 

y  =  sin  a 


g    '  ., 
^  sm-a 

c- 


cot""ot 

— ^  Jo  (Do— D)  —  ( Ao  —  A)  +  (Oo  —  Ob) 

(rest  exactement  la  formule  qui  donne  v  an  n^  'ioli.  j*. 

3 12.  Autres  éléments.  —  On  a  les  équations  diffé- 
rentielles : 

d-z  dv  V        cos  T  dn 

dx  = 


cos-T  /c¥  .      \  '  q     cV 

l'COSTi -l-sni':  (-suit 

\g  J  g 


1  dv 


-^  -4-smT 


g 

Mais,  d'autre  part  : 

,K  ^;+(i)'ï;.+ 


snîT  =  -  ^' 


•j  "+'jy       'j  .,+^Y.+(f)V+ 


444 


d'où  : 
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•F 


7' 


-h  sin  T 


■■'   ■■  +  f^'.  +  (f)'v. 


Les  Ibrinules  deviennent  donc 
(h 


dx  = 


f/^  =  — 


r  cosT 


du 


rVv 


.  +  -^Y',+ 


(l 


C       '        \c 


)'y;+-. 

De  la  l'ormule  qui  donne  sin  t,  on  déduira  sin-T,  puis 
I  —  sin-T,  puis,  en  exlra}ant  la  racine,  cost  développé  sui- 
vant les  puissances  de  (  —  )  •  Portant  dans  les  équations  ci- 
dessus,  Taisant  les  calculs  et  les  réductions  (le  nombre  de 
termes  voulus  en  —  étant  conservés),  puis  remplaçant  Y), 

Yl...  par  leurs  expressions  connues,  et  enfin  intégrant,  on 
aura  le  développement  de  igz,  œ  et  t  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  Tinverse  du  coelïicient  balistique.  Ces  l'or- 
mules  coïncident  avec  celles  du  n°  3()G. 

i^i3.  Sur  la  convergence  de  ces  séries.  —  Les 

l'ornuiles  du  |  i  ont  été  obtenues  explicitement  en  suppo- 
sant que  -jT-  est  une  (piantité  petite.  La  convergence  des 

séries  serait  donc  limitée  aux  points  de  la  trajectoire  où 
.7 


cb 


y<  I 


Le  colonel  Jacob,  au  contraire,  dans  les  formules  du  ^  2, 


partant  de  riiyj)otlièse  que  (jy'^  est  égal  à p. 

c  J 


suit 


1  + 


cV 
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admet  que,  pour  que  ce  développement  en  série  convergenle 

soit  possible  suivant  les  puissances  ascendantes  de  — ,  il  faut 

I,        ..    a  sin  T  ,  ,    . 

que  1  on  ait  — — ^ —  <  i ,  auquel  cas  on  écrira  : 

cr 

'f^^'—        c     cY    ^\cl     (cFf  ^  "■ 

Comme  on  arrive  par  les  deux  raisonnements  aux  mêmes 
équations,  les  hypothèses  ne  doivent  donc  pas  dilïerer  au 
fond.  On  peut  remarquer  que  les  limites  de  convergence 
données  par  la  règle  du  colonel  Jacob  sont  beaucoup  plus 


i) 


I,  a 


larges  que  celles  qui  résultent  de  la  condition  -^ 

cause  de  la  petitesse  du  sinus  qui,  au  voisinage  du  sommet 

rend  le  facteur  (j  sin  t  particulièrement  petit.  Comme  le 

.       .            cV 
point  délhii  par  la  relation  sin  x  == est  le  point  de  vitesse 

minimum,  on  peut  dire  que  si,  sur  la  branche  ascendante. 

à  l'origine  de  la  trajectoire,  on  a        p —  <  i,  le  dévelop- 

pcment  en  [•^]  sera  convergent  jusqu'au  point  de  vitesse 

minimum. 


CHAPITHE    XIV 


lit    (XJLRIiE   A  fAllil.K   XITKSSli 


Im,i 


:ii4'  Énoncé  du  problème.  —  L('  ciis  du  lir  courbe 
à  l'aible  vitesse  considère  le  dévelopiiemeiit  des  équa- 
tions du  mouvemeat  suiNanl  les  puissances  ci-oissanLea 
du  coi?niciGnL   balislique   c.  Il  suppose  que,  sur  Iniite 

l'rteudue  de  Irajectoire  considônk,  le  rapporl di 

résistance  de  l'air  à  la  gravité  reste  petit  et  inférieur  à. 
l'unilL 

On  conçoit  que  te  dp^eloppemGnt  en  série  auquel  oon- 
duibent  les  calculs  comportera,  comme  terme  principal, 
les  foimuios  môraei  du  vide,  puisque  la  yravilé  (j  sub- 
■.ibteiait  tomme  seule  lorce  agissante,  quand  (■F(t>) 
di[A  suppost  tiès  pelil,  a  annulerait  à  la  liiiiile,  Les 
tenues  suivants  repn-senteront  l'inlluence  de  !a  résîslauce 
de  l'air  el,  dans  la  pratique,  le  nombre  des  termes  à  coii'-, 
sérier  vaiiera  avec  la  grandeur  relative  de  cV  et  (le  J 
et  aussi  avec  la  piecision  mimt-rique  que  I'uti  désire 
atleindie 

Le  lu  rouibe  à  faible  l'ilesse  est  applicable  au  lir 
des  mortiers,  où  les  projectiles  sont  très  loui-ds  [c  pelil) 
et  la  vitesse  faible  (F(t'}  (Mtit);  on  pom'i'a  alors,  traiter 
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le  problème,  avec  une  loi  de  résistance  quelconque,  à 
condition  d'avoir  calculé  au  préalable  les  tables  néces- 
saires. 

Supposons  donc  que,  sur  la  portion  utile  de  la  tra- 
jectoire considérée,  soit,  pour  fixer  des  idées  depuis 
l'angle  de  projection  a  jusqu'à  l'angle  de   chute  w,   le 

cV       . 

quotient soit  une  très  petite  quantité    relatiNenient 

à  l'unité.  D'ailleurs,  dans  cette  trajecloire  limitée  que 
nous  examinons,  ([ui  va  de  l'origine  au  point  de  chute, 

il  suffira,  puisque  V,,  >  N\.„  que  le  quotient  — ~^^ — ^  soit 

•  ./ 
petit,    car    c'est    la  plus  grande  valeur   qu'entre     ces 

.        cF 
limites  puisse  prendre  le  quoi ie ni  . 

3i5.  Développement  de  l'hodographe-  —  Soit 
donc  l'équation  différentielle  de  l'hodographe 

(• 
(ht  =  —  r\'(i>(k. 

il 
Si est  une  quantité  très  petite,  tendaiU  à  la  limite 

vers  zéro,  l'intégrale  de  cette  équation  différentielle  sera 
du  =  o  ou  u  =  a„.  C'est  la  propriété  de  la  conser- 
vation de  la  vitesse  horizontale,  caractéristique  du  mou- 
vement dans  le  ^ide.  En  poiiant  cette  iiilégiale  dans  les 
autres  équations  du  mouvement,  on  obtiendrait  éNidem- 
ment  les  Tornudes  du  NÎde.  Elles  constituenf  donc,  dans 
le  développement  suiNant  les  puissances  ascendanles  du 
coefficient  balisticpie  r,  le  terme  indépendant  de  cet 
élément. 

Cherchons   maintenant  le  tenue  en  c  à   la  première 
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puissance  et   pour   cela   posons  a  =  u^,  —  [u^  —  u), 
L'hoclographe  peut  s'écrire  identiquement 


c 


ou  bien 


du  =  —  uY 
il 


II 


COS  T  /      COS  T 


(• 


(la=  —  \ll, 


(«0 


u'-]F 


u 


0 


U 


0 


U 


(k 


COST 


COST 


COST 


Développons  alors  la  fonction  F  par  la  formule  de 
Taylor;  en  néglige<int  les  termes  en  (a„ —  u)",  il  vien- 
dra : 

,  c    '  ^  I  lir.  \     (h 

au  =  —  il.  V 


il 


0 


^COST/    COST 


U 


I  U, 


u 


u. 


VCOST/  COST         \COST/ 


rfT 


COST 


Posons  enfin 


u 


0 


^COS  T/ 


=  F 


w. 


u., 


u. 


+  — i^F 

^COST/  COST  \COST/ 


On  obtiendra  l'équalion  différentielle  de  l'hodograj^he 
sous  la  forme 


du  =  —  «„  F 
il 


u 


0 


'k 


,COS  T/     COS  T 


J 


'     Vcos  11 


di 


COST 


+  -TI  X— «)'[•••]• 


Toi  est  le  développement  de  l'équation  différentielle  de 
rh()dogra2:)lie  suivant  les  puissances  ascendantes  de  c. 


.5 16.  Terme  en  —  de  Thodographe.  — La  fonction 

9 
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F  ( — ^1    ne  dépend,  puisque  u^  est  une   constante, 

\  COS  v/ 

que  de  la  variable  t.  Il  en  sera  de  même  de  la  fonction 
FI — ^—)  d'z.  Posons  donc,  comme  définition  d'une  cer- 

^  COS  T/ 


taine  intégrale 


-i^)=î^{û->- 


Ç(t)  sera  une  fonction  de  la  variable  t  et  de  la  cons- 
tante «y.  L'intégration  du  premier  terme  de  l'hodographo 
se  fera  alors  sous  la  forme 

u  =  M,— -lu,  (Ç(a)— ?(-:)). 
On  peut  encore  écrire  : 

iiy.  Eléments  d'un  point  quelconque .  —  Portons 
la  valeur  de  m, 

«  =  «,  — -- uJÇ(a)  —  Ç(t)| 

ou  celle  qui  en  résulte  pour  ir  : 

c 

II-  =  iil  —  2  —  li^  [Ç(a}  —  Ç(t) 

dans  les  Irois  autres  équations  du  mouvement 
,  a    th       ,  ir    (h       ,  ir  (h 


y  cosv  g  cost     "  g         cos' 
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on  ob tiendra  le  système  suivant  : 

l  =^^  (tga-tgT)    +A^[x(a)-xW-Ç(a)  (tga-lgr) 


a? 


lâ  .  V     .       ai!  c 


^i(tga-tgT)   +.^^[x(«)-x(^)-Ç(«)(tga-tgT) 


9 


l'il    /  .       n.  .       A      \  l*n     t' 


r=-S(tg^*-tg^^)  +^^"J    Ç(«)-Ç(.)--i(a)(tgV-tg^. 

Les  premiers  termes  du  second  membre  sont  les  élé- 
ments du  vide.  Dans  ces  formules,  figurent  trois  fonc- 
tions de  rinclinaison  t  et  de  la  constante  u^,  ayant  les 
définitions  suivantes  : 


^    '         Jo         XCOST/    COST 


■w.^f^Wc-è-.'    ç(^)-=.rçw'o- 


COS-  T 


Quand  on  connaît  la  fonction  F(f),  on  peut  calculer, 
[)ar  une  méthode  quelconque  de  quadrature,  des  tables 
de  ces  intégrales  ;  ces  tables,  si  F{v)  est  quelconque, 
seront  à  double  entrée,  a^  et  t.  Elles  permettront  de 
résoudre  numériquement  le  problème  de  la  recherche 
(l'un  élément  quelconque  d'un  arc  de  trajectoire. 


3 18.  Calcul  des  fonctions  Ç(t),  ^(t)  et  Ç(t).  —  Soit 
r  exemple  la  fonction  F(i')  r 
)rtlonné  suivant  les  puissances 


par  exemple  la  fonction  F(i')  représentée  par  un  polynôme 

cfc  V 
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On  aura  alors 


45 1 


p  (J^\ = A^u»  — !—  +  A„ + 1  uî;  +  '  — i— - . . .  +  Ap»!;-^ 

\COSV  V0S»T^      "^'     '        COS»+^T  '        '     'COSI^T 

d'où 

Ç(t)  =  A,<  ÇnW  +  An^i  «r  ^  Çn-M  W---  +  Ap  «(,>  Çp  (t) 
XW  =  An"?  Xn W  +  An  .- 1  «r  ^  Xa  .- 1  W  •  •  •  +  AP  mJ  ,Xp  W 
Ç(t)  =  An««  Çn('^)  +  An  ^  i  «S  ■*•  '  Çn  +  1  ('^) . .  •        +  A  p  «J  Çp  (z) 

Les  notations  Çi(T),  ^^(t)  et  Çi(T)  indiquent  ce  que  devien- 
nent les  fonctions  Ç(t),  -^{z)  et  Ç(t)  dans  le  cas  d'une  résis- 
tance Bn  l'a  î  ce  sont  ces  valeurs  qu'il  laut  mainlenant  cal- 
culer. 


1**  ?n('^)-  —  î^i  <^i^  ^  l'X^)  =  ^^n  t^",  il  viendra 


F 


COSTi 


cos"  z 


et  par  suite 

Jo  \C0ST/  COST  Jo    COS^+^T 


c/t 


5nW  étant  la  Ibnclion  déjà  considérée  sous  celte  nolalion 
dans  la  théorie  d'Euler.  On  sait  comment  on  peu!  en  dresser 
des  tables  (  i  j()) . 

•^'  Xn(^)-  -  On  a     x./')  =  /  '5a(»  -^^- 

Intégrant  par  parties,  il  vient 

XJ^)='èJ^)V,^^-fs\uz^^^ 


.n+1- 


fl  -\-  1    |_COS 

La  l'onction  Xn(')  ^^^  donc  ramenée  à  des  Ibnclions  con- 
nues. 


/ni    ' 
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cos 


2  ^ 


■>,o  Ç„fT).  -  On  a    Ç„.:t)  =  r?o^-)  tg  - 
Inléfrranl  par  parties,  il  vient 

Çjj^t)  est  donc  connu  et  calculable. 

lùrerrices.  —  Trouver  les  développements  en  série  sui- 
vant les  puissances  de  t  des  l'onctions  Ç('),  x(v  ^*'Ç(")»  dans 
le  cas  f^énéral. 


§ 


2. 


—  S 


OMMET     ET     1>0I>'T     DE     CULTE 


^^H).  Sommet.  —  En  faisant  7=0  dans  les  équa- 
tions du  n°  3 1 5,  elles  deviennent  les  formules  du  som- 
met sous  la  forme  suivante  : 


a 


—  «u  ?^  ^) 


IL    C 


Lx(«)-?(«)tg«J 


2/ij    c 


.7  .'/    .7 

^-,7    '  .7    !/L 


Ç(a)  Ç(«)lg^« 


'.]'Ao.  Point  de  chute.  —  Si  clans  la  dernière  des 
équations  du  n"  .'5 1 5,  on  fait  y  =  o,  on  devra  remplacer t 
par  l'angle  de  chute  (o  et  on  obtiendra  une  relation 
oniiv  a  et  (o,  qui  est  la  suivante.    . 

c  ^  I 

o  =  |o-a  — lg-o)  +  4  —   Ç^a)  — Ç((o) Ç(a)(tg-a  — tg^^w) 

.7  L  2 
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Mais  w  dillcre  iiifiiniiiont  joeu  de  —  a  et  est  un  peu  plus 
grand  ;  posons  donc  (o  ==  —  ^a  +  s),  s  etanl  une  très 
petite  cpiantité  à  délernilner. 

Kn  se  reportant  à  la  définition  des  l'ondions  Ç  V ,  ^  t : . 
Ç  t),  on  voit  inunédiatenient  que  Ç( —  t;  i=^  — 5  J^  ^ 

des  Jonctions  ini2)aires,  coiuine  t^^  t  ;  x  <'^'  ^n^^'  foncliôn 
paire,  comme  cos  t. 

Dans  la  relation   entre  a  et  (o  ri-dessus,  on  pourra 

c 
remi)lacer,  dans  le  terme  où  —  est  faclcMu-,  (o  par  —  a, 

car  on  ne  né«rligera  ainsi,  dans  I  e\pr(\ssion  de  t«jr  (o, 

(lu'un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  en  —  . 

On  aura  ainsi  : 

ig-2  (0  =  ig-^  ^-  +  4  -J  ! Ç(a)  —  ç(—  a)  i 

ou,  d'après  la  parité  de  Ç, 

IK-  <•'  =  If,-  ^  +  8  -  Ç(7) 

.7 

(»ii  l)ion,  on  o\lra\aiil  la  r.iciiie 

|^rco=-.—  I  t-a  +  4  --^ 
L  .7    <^'2tJ 

Si  on  porte  la  Nalcur  ainsi  trouvée  en  remplacement 
de  t«r  T  dans  les  i'ormules  du  n"  iij  et  si  nii  l'ail  les 
réductions  in'cessaires,  on  a 

J  =  — ^  I  '2\*j:y.+-.\  —  — ^ —      —  :>. ç  7.    ti;  a 

.7    L  .7     ïf^^^-J  .7    .7      ^      ■ 

.7    L  .7    «K^-J  .7    .7  ^^ 
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1  j'en  semble  des  formules  du  point  de  chute  sera  donc 


u. 


u. 


.7 


tgo)  =  — Iga 
2  a 


c 


I  +  4  --  Ç(a)  colg-'  a 


T 


\     = 


9 

211 

a 


Mga 


I  —  —  (Ç(a)  —  2  Ç(a)  cotg-^  a) 


tga 


I  —  ^  -T  (5(a)  —  Ç(a)  cotg-  a) 


Les  expressions  des  quantités  correspondantes  dans  le 
vide  ont  été  mises  en  f'nrieur. 


321.  Résumé-  —  Les  rormulesdu  Tir  courbe  à  faible 
vitesse,  bornées  nu  terme  en  — ,  en  posant  : 

a,^  =  2  Çia^  (Ôj  =  2Ç(a)  —  2Ç(a)  cotg^a 

i^^^  =  4  Ç(a)  colg-  a  vi:^  =  Ç(a)  —  xW  colg  a 

^,  =Ç(3^)  — 2Ç(a)colg-a 


soiU  donc  les  suivantes, 
SommeL 


V.  =  u      i  — 


2.7 


•l>, 


I ,  =r  — ^  Ig  a    I ^ 

.7  V  .7 

A.  = —  Ig  a ^  I  —  'A  —  ô, 


.7 


U 


.7      V  .7     '/ 


Point  (le  chute. 

2«,,  /  C  \ 

=  -Jiga  I eA 

.-  2u5       /         c      \ 


«... 
T 


lg(0 


—  tga  (i+-3J, 
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Le  problème  sera  résolu  si  on  possède  des  labiés  des 
fonctions  ol>^,  5i,,  etc.,  calculées  avec  la  fonction  F(î') 
expérimentale. 

322.  Formules  différentielles  du  point  de  chute. 

—  On  se  propose  de  rechercher  quelles  sont  les  petites 
variations  occasionnée^  aux  éléments  du  point  de  chute 
par  les  petites  variations  de,  d\„,  ùa  des  données  à  l'ori- 
gine c,  Vq  et  a. 

Soient  X'  et  T' la  portée  et  la  durée  du  trajet  dans  le 
vide  ;  les  équations  du  point  de  chute  s'écriront  : 


tg(.j  =  -— tL^a    1  + 


-^63,);    X=X'(i— ^(0,). 


Si  on  dilTérenlie  ces  équations,  on  obtient  les  (orinules 
suivantes  : 

=       —      — -0(c.l,J;  "7p-=-7pr K^'^ù'^ 

II.  llo  iJ  ï  ï'  <)     ^        '^ 

d(u  ùa  .     I  :v/  ^  N  i^X        OX'        I  ^, 


sincocosw      sinacosa      (j   ^      *^  X         X'       7 

Démontrons  par  exemple   la  dernière.   DifTéren liant 
logarithmiquement,  l'équation  qui  donne 


X=X 


'{-T^) 


on  aura 


•'    I <o  •' 

.7 
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C 

et  comme  X  =  \'  h  un  terme  en  —  près,  la  démons- 
tration  est  établie.  «^ 

i"  Variation  Oc.  —  Les  variations  dues  à  de  étant 
nulles  dans  le  vide,  on  aura  immédiatement  les  for- 
mules : 

= rX,,Oc       ou       Ow,..     = — (a„  —  w,,! 

w„  y  ^  ^    c 

Oco  I  ^  0(0  ,  ,  Oc 


-^^tgaOc  ^=_(tga+tgto)  — 

COS-CO         (J  "  COS  (1)  ^  "  ^  c 

4^   =  —  —  efic  Oï      =_(T— T)  — 

^   =_-i.(O,0c  OX      =_(X'— X)  — 

2"  Diffère nlialion  des  fondions  Ç(t)  ^/  Ç(t).  —  Pour 
obtenir  les  variations  des  autres  éléments  11  faut  calculer 

les  dérivées  telles  que    ^^/   ,    -^— i-  ,  etc.  Mais  les  fonc- 

^        OVy         Oa 

tions  distinctes  qui  entrent  dans  les  formules  tant  du 

point  de  chute  que  du  sommet  sont  seulement  5(t),  ^^(t) 

^,  .        -1       en.    ^  '     c  OÇfa)     OÇ(a) 

et  ÇiT)  et  il  sullit  de  savoir  lormer    ^-V     ^     ^^  ^  ,  etc. 
'  '  OVj,         Oa' 

rOOna:      Ç(a)  =   fv  (-^^\ -^ . 

'  J;,  \C()ST/    COST 

L'intégration  sous  le  signe  /  donne  immédiatement 

dll^  X  \C0ST/     COS-T 

D'autre  pari  : 

Oa  \  COS  a  j  cos  a  * 
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6)  On  a:         ^W  =  f^W  -^- 

Intégrant  par  parties,  il  viendra  : 

X(a)  =  Çfa)  tg  a  —   fp  f-^)  I-  t  -^ . 
On  aura  alors  : 


"<) 


cl  (Vautre  part  : 


^        —  Ç(a) 


Oa  ^      cos"  a 


r)Ona:       Ç(a}  =  f  Ç»  Ig. 

i,'0  H  >>      b 

Intégrant  par  parties,  il  vient  : 
Ç(a)  =  -  ?,'a)  Ig^  a  -  -  f  Ig^  t  I'  (-^)    -i^  . 

^  2        ^    ^  .  a    Jo  \C()ST/      COST 

On  aura  ainsi  : 

ÔM,,  2      ^  da^  2  Jy  V<"<^*^'^/     ^  COS-T 

Puis  : 

-— — ^=Ça;   Iga — -p- . 

323.  Variation  ôX.    —   Nous   calculerons    seule- 
ment ici   la  variation  t>\. 
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On  a  d'après  les  formules  du  n**  3i8. 

OX         OX'         c    /ôay   ,  0(0,  ,  \ 

avec  (0^  =  2Ç(a)  —  2Ç(a)  cotg^  a. 
D'après  les  valeurs  trouvées  pour 


da^            ^^           rfw„    ' 

on  aura  : 

y 

0(0, 

fF'  (  "^  1 

'^'     1   coHafF'/'   "»  Vff^ -''''''' 

0«, 

cos-^T  '  ^°*«    j„  ^   IcostJ^^  '     rf-r 

et  d'après  les  valeurs  trouvées  pour 

OÇ(a)  ^j        OÇ(a) 


Oa  Oa 

f)n  a  : 

0(0,    ^        2         ^/f      U,      \  23^ 


Oa  cos  a        V  cos  a  /         sin  a  cos  a  * 

D'autre  part,  on  a  : 

^)u^^  =  cos  a  OVq  —  V„  sin  a  Oa. 

1^  Variation  0^  y.  —  On  aura  : 

OX         OV         c  ^  ,  . 

—  Q,(a;  cosaOVç. 


\      \'     <j 

Yo  sin  2a 


Mais  comme       X'  = 


iJ 
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Î59 


il  viendra 


ÔX^  _  2ÔV,  2da 

v/  ~^v         •" 


tg2a 


et  par  suite 


dX         2OV0         c  .  ,  .  ^,- 

— -  =  -^  — --0,(a)cosaO\, 


2°  Variation  Oa.  —  On  aura  : 


Posant  : 


a„0.(a)tga F 

"  ^^  ^  ^         cosa     \cos 


3sa/ 


2c: 


1 


smacosa 


Oa. 


6^(a)  =  -u,6»tga  + 


cosa 


il. 


1 


cosa 


sina 


il  viendra  : 


dX 
X 


oa  il 


324.  Première  application.  —  Variation  hy^dans  le 
cas  de  F(y)  =  BnU".  —  Lorscjii'on  fait  F(v)  =  B,ii;",  la  formule 
('5 18)  qui  donne  la  portée  X,  devient,  en  tenant  compte  des 
relations  du  n**  3 16  : 


=X'  r.  -— B„uî[Ç„(a)-Ç„(«)colg^a] 


\' 


.-).v;; 


A  étant  une  fonction  de  a  seulement  et  non  de  Vu- 
On  aura  donc 


ÔX 
X 


ÔX'         /ilYg-^    .,, 


Kemplaçant 
ÔX 


aVo 


X— X 


X^  par  -y--        et      7.  par  -3^ 


4bo 

il  >icnclia 
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T-^  (■"-"  +  "  x^) 


Exercice.  — Démontrer  directement  que  la  fonclion  Oi(a) 


est  égale  à 


1— IV" 

0 


325.  Deuxième  application.  —  Angle  déportée  maxi- 
mum feas  (le  ¥(v)  =  Bnt;").  — L'équation  du  numéro  précé- 
dent (jui  donne  la  portée  X  s'écrira  en  mettant  a  en  évidence 


\  =  V: 


sin  Jta 


fj 


ic 
.-— B„«n  :?„(.<;- Ç„(a)cofg^  a] 


dX 


Le  maximum  de  portée  correspond  à  la  condition  -^  =  o, 
ce  (n]i  en  posant 


posant 


%J 


conduit  à  l'équation  suivante  : 

co.s'2a  [i  —  '20  (Çn(a)  —  Ç„(a)  cotg- a)] 


p  sin  '17. 


ôp 


■ôi„(a)       3(Ç„fa)cotg^a) 


da 


da 


] 


sin  2a  —  [Ç^(a)  —  Ç„(a)  cotg^  a 


o. 


L'angle  de  portée  maximum  clierdié  est  très  voisin  de 
— .  l'osons  alors  a  =  —  -j-  e  cl  proposons-nous  de  déter- 


nnner  s. 

On  a  d'abord       cos  2 


•2£. 


Dans  la  première  parenthèse,  le  lerme  en  pdisparaît  comme 
devant  être  nndtiplié  par  e  et  par  suite  devenant  du  second 
ord  re . 
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4Gi 


Dans  les  deux  autres  termes  où  o  ou  -r^  est  facteur,  on 
pourra  remplacer  simplement  a  par  —  . 

Comme  d'ailleurs  — i-  = —  /lotga,  on  aura  l'équation  de 

condition  suivante  : 

4  4 

Or,  on  peut  exprimer  Çn(T)en  l'onction  de  Çn(')  et  de  Çn+2^") 
(Hi6),  puis  Çn+2{')  ("n  fonction  de Çn('^)  ( i ^9) . 
D'autre  part 


(h 


^ÇnW  Çîl(^)tg- 


cos 


*"  +  !-   ' 


(h 


cos  •: 


On  a  donc  tous  les  éléments  pour  faire  le  calcul  ci-dessus 
qui  conduit  à  la  formule, 


I         cB^A'S        1 


n  +  2 


9 


V  +  n 


'2 


(«^  +  'i-4)Çn(^j  —  /ï 


n+j 

1-2      2 


Au  moyen  des  tables  de  la  fonction  Ç„,  pour  diverses 
valeurs  de  //,  on  peut  dresser  le  tableau  suivant  qui  donne 
la  valeur  de  l'expression 


'•±1       (t 

'J      -i E 

cB  V" 


OU 


0 


n  _            •>.     ;    —  I 

0 

I 

2 

J 

4 

• 

.1 

1 

—  2, 480 

-2,140 

—  1,702 

i-,33J 

-0,841 

— 0,267 

4-0,41.) 

-fo.îpo 

Vinsi  qu'on  le  voit,  t  s'annule  pour  une  valeur  de  11  com- 
prise entre 'i  et  \.  Au-dessus  de  cette  valeur  de  /i,  Tani^de  de 


26. 
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portée  maximum  est  plus  grand  que  45°;  au-dessous,  au  con- 
traire, cet  angle  est  plus  petit  que  /i5**. 

Cette  conclusion,  établie  pour  le  cas  d'une  résistance  inii- 
nimont  petite,  est  valable  même  pour  une  résistance  finie,  à 
condition  que  la  série  dont  on  étudie  le  premier  terme  soit 

cV 
convergente,  c  est-à-dire  que  le  rapport soit  ])lus   petit 

(|iic  Tunité.  *^ 

3:>.6.  Point  de  vitesse  minimum.  —  On  a  (^i  >)  : 


donc 


i;cosT=:«o—  j  «o[Ç(a)— .Ç(T)]  =  V3+y  VsÇ(t) 


dv 


c 


cos  T  —, V  sin  T  =  —  V 


rf5(-) 


rf- 


<J 


Or  0 1  /,) 


^  ^  ycosT/   cosT 


av 


Faisant  -7—=  <>,  et  remarquant  que  t  est  très  voisin  de 

c  y 

0  (à  un  lerme  en  —  prés),  on  écrira 

9 

sinT,„  =  — -t^o) 

qui  fait  connaître  Tangle  t,„  de  vitesse  minimum. 

Comme  le  développement  de  Çt)  en  série  donne  pour  le 
premier  terme 

Ç(t)  =  T  V{Uo)  OU  sin  -z  F(ho) 


il  \icndra,  pour  la  vitesse  minimum  t'„i,  Texpression 

c- 


I 


111   *   s 


TF  F^(«») 


Yj.  cos-  T,„ . 


m 


î',„  ne  dilîorc  donc  de  Vs  que  d'une  ([uantilé  infiniment 
pelilc  du  second  ordre. 
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§   3.    —   Secom3   terme    de    la   série 

327.  Intégration  de  Ihodographe.  —  Nous  nous 

proposons,  clans  ce  paragraphe,  de  poursuivre  la  solution 

•» 
c  .  . 

(Jiu  ])roblènie  jusqiraux  termes  en  — r  inclusivement. 

En  y  conservant  ce  terme,  l'équation  différentielle  de 
riiodograplie  a  été  mise  sous  la  forme  (3i3) 

ij  \C0ST/    COST  (f  ^  '         VCOST       COST 


OU 


\  COS  T  /  COS  T 


En  négligeant  le  2*^  terme  du  second  membre,  nous 
avons  intégré  Thodographe  sous  la  forme 

u  -=  "„  —  -  "0  li»  —  §(t)j 

Kempla(;ant  alors  dans  le  terme  négligé  u^^  —  //  [)ar 
sa  \aleur  principale,  on  aura,  en  intégrant  : 


'  '-J        7      \'«   '-   '  '         ^    ■'      \cost/    fh 


PosoiLs   connue  définition   de    deux   nou^ elles  inté- 


grales 
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Convenons  de  plus  pour  la  simplicité  de  l'écriture  : 

i"  De  désigner  par  une  notation  entre  crochets  [u],  [f], 

> 
c 

'  j^  ,  les  éléments  calculés  avec  Je  terme  en  -^,  les  nota- 

tions  t/,  /,  X  désignent  ces  mêmes  éléments  quand  on 

,  c 

ne  conserve  que  Je  terme  en  — . 

3'  D'écrire Ç,  Ç',  Ç"...,  au  lieu  de  Ç(t),  Ç(t),  Ç'(t)..., 
et  Ça,  ?a,  Ç"a...  au  lieu  de  Ç(a),  Ç(a),Ç"  (a)... 

On  aura  alors  pour  la  vitesse  horizontale  \ii]  avec  ces 
notations  : 

.7' 
!^si8.  Temps.    —  Portant  celte  valeur  de  [[u]  dans 

Téquation  ffl  = /    u ^ —  il  viendra  : 

■^  a  Ju        cos-  T 


I     C" 

/!  =  / r  iio 


COS"  T 


y«         cos  T  t/o 

—  (C'a  —  Ç'aÇa)  (tg t  —  tg  a)1  • 


Posons,  comme  définitions  de  deux  nouvelles  fonc- 
tions : 


./o 


COS^T 

_rfr_ 

COS^T 


Il  viendra  : 

'I  =  *-  y  y-  «„[x"-X'Ç«-tg<§"a-i'«?a)-x"« 

+  X'aia  +  tga(Ç"a  — ÇaÇa]. 
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329.  Abscisse.  —  Remarquons  que  si  on  élève  j  a 


6- 


au  caiTC,  il  s'introduit  clans  ir.  un  terme  en  — rQ^ii  ^st 
—2*  ï^olÇ*  —  Ç)"  ^t  ^^li  avait  été  négligé  au  §  i  (3i5).On 
doit  le  faire  enlrei-  maintenant  dans  le  terme  en  c'  et 


(écrire  : 


«y 


Portant  dans  l'équation 

lx]= -Tu' 

!JJ" 


(h 


COS-T 


on  aura  : 


.r\=X r«oi.X 


.7  'f 


en  posant  : 


•  y.x"'i*  —  'K-  (aÇ"*  —  ■'•?*?'« — C'a) 
X'Va  4-  :,.x"'aÇa  +  tga  (ai'V.  —  aÇaÇ'a  —  C'a)  ] 

x-W=f(i+§');^; 


x'^-(t)=  r(2i"+ç^) 


f/T 


COST 


33o.  Ordonnée.  —  La  même  valeur  de  [a]'  portée 
dans  l'équation 


doimera  : 


fly  = tgT ^ 

(J       "^        COS-T 


..2 


-    .,  I     c 

il  9- 


Ç"a+aÇ'aia+  -  lj,-a(2i"a— 2§'aÇa— Ç-'a) 
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rfT 


^    2     ' 

COS  T 


Jo  COS^T 


.^.^1 .  Point  de  chute.  Angle  de  chute.  — D'après 
leur  définition  : 

les  fonctions  ^,  Ç",  5^',  ^'",  Ç"  sont  paires  ; 

les  fonctions  Ç,  Ç,  Ç\  Ç\  ^"  et  x'^  sont  impaires. 

I"  Pour  avoir  le  point  de  chute,  on  fera  [y]  =  o.  Mais, 

■> 

c 
dans  Je  terme  en  —7  ,  on  devra  remplacer  simplement 

T  par  —  a  ;    d'après  la  parité  des  fonctions,   il  reste 
donc  : 

o  =  J 7-  WoÇaÇ'a. 

U    il' 

En  se  reportant  aux  équations  du  n^  3i5  on  aura  : 


y  =  i^  (tg-^a-  Ig^co)  +  ^»  4  r?*-?'^ - -jÇ*  (tg-^a - tg^a,)] 


2.7 


i'    i/ 


a"  Mais,  dans  le  second  lerme  du  deuxième  membre 

c 
qui  est  multiplié  par  —  ,  on  pourra  remplacer  tgco  par 

valeur  trouvée  au  n  0 1 7. 


t<j'  7 


9         Ig*-! 


D'autre  part  on  a  : 


Ç..,  =  -Ç(a+£)  =  — Ça- 


dÇ 


Mais 
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^/g  _  gy-  tg  g 


/ili; 


cos'a 


et 


c    Ça 


£= — Ca+(ï))=T=  —  Ctffa-^tsrco)  cos"a^4 —  rns-a. 

On  a  ainsi  : 

Çh  =  —  Ça  —  4  -»  ÇaÇa. 

ij""  L'angle  de  chute  sera  alors  donné  par  la  formule 
tg-to  =  tg-a  +  —  Ça  +  —7-  Ça  |  4Ça  —  Ç^aJ. 

332.  Autres  éléments.  —  La  niôine  luélhotle  appli- 
quée aux  équations  des  autres  élémenls  donnera  les  for- 
mules suivantes  : 


\Ll^ 


w.,  —  s^  —  f(,Ça  —  2  -TT  //.,  i  2Ça-.^ V   \  „ 


ÇaÇ'a 


1 


j 


m  =  T+iî.»„ 


5^"a+  i^ÇaÇa — Ç"a]^  Iga  —  45aÇa^*<^'r  ^ 


r  H"a  "1 

-f  2Colga   Ça(4Ça  —  C'a)  —  ^-r-j- 


xj  =  X  + 


4  <^^    1 

X  -h  -  —  wô 

^  .7" 


''sÇaÇ'a  —  2Ç"a  +  Ç-a)  Iga 


V 


ilg-o) 


—  4  5aÇa  co  l  g  a  H-  :>.  C(  )  l  g  a    Ça  (4Ça  —  Ça) 


=  tgV.  +  8-  Ça  +  8^Ça  [4Ça  —  Ç'aJ 
.7  .7" 


-  2Çax'"a 

2Ç-a 

Ig-^a  _. 
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Mi.  Résumé.  —  I^s  formules  du  second  terme 
pour  le  ])oiiil  de  chute  introduisent  huit  nouvelles  fonc- 
tions de  Tanf^le  de  projection  et  de  la  vitesse  initiale 
horizontale  ;  en  mettant  en  facteur  le  terme  correspon- 
dant du  vide  elles  se  mettent  sous  la  forme  : 


tgo)  =  t<ra 


c 


—  a.,^  + 

.7 


r/ 


il 


.>      ■' v"*,-)  •  •  • 


f 


I  +  —  :B, 
.7 


<•■ 


.'/■ 


-  'R 


Les  fonctions  «vId^,  ^^. . .  -L^,  i^.,, . .  peuvent  être  réduites 
en  tables  numfM-iques  à  double  entrée  (u^^  a;  calculées 
avec  la  fonction  K(/.')  expérimentale. 

y^4-  Exercice.  —  Dans  les  cas  de  Fiu)  =  B,ii>",  démon- 
trer qu'on  a  : 


§"=  —  5^; 


1 


Ç'^(„+.2jÇ 


h 


x'  =("+')x; 

'-^     Jo        cost' 


IV 


X'  =  (''  +  '^]X 


11 


5^    4      QlELQLES    PROHLKMES    RELITIKS    AU    TIR    COURRE 

A    l'AUJLE    ArrESSE 

Vi^.    Application    de    Téquation    du    colonel 

Jacob.  —  Cherchons  à  (|nclics  formules  conduit  Téqua- 
tion  diiïérentielle  entre  y  et  v  f<)'5j  : 

U_ 


if 


+  .7'' 


(' 


1^^ 


ii/v'  -+-  ^\y'cl  + 


(-ir)^^'-- 
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quand  on  cherche  à  la  développer  non  plus,  comme  au 
chapitre  précédent,  suivant  les  puissances  de  -i,  mais  sui- 
vant  les  puissances  de  ^. 
Posons  donc  : 


9y  =  7^o  +  jz,  +  [^]  z,+ 


+  (^)Za- 


Zo,  Zi...  Zn  sont  des  fonctions  inconnues  de  v  qu'il  s'agit 
de  déterminer;  leurs  dérivées  sont  Zi,  Zq,  Z[,  Z'/... 

La  même  méthode  de  substitution  qu'au  n°  3()8  sera 
appliquée. 

On    a   Zo   =   —    V.    En    elTet,    Téquation    qui    donne 

V  sin  T  .  f  F 

montre  que,  si  on  suppose très 

1/ 


+  sinx 


9yv  —         ^i^ 

^petit  et  négligeable  devant  sinx,  on  a  gy'^  =  —  v.  On  posera 
donc  : 


On  formera  gy'J,  on  portera  ces  valeurs  dans  l'équation 
diiïérenliellc  en  y'ô  et  y[^,  puis  on  égalera  à  zéro  les  coelïi- 

c 

il 
El)  ordonnant  tout  d'abord  par  rapport  au  coolïicient  — 

'équation  diilérenticlle  entre  y  et  v,  on  a  :  ^ 


cicnts  de  —  7  (  — 


1 


(^v;+i^r+(-)p 


Kemplaçant  alors 


9^% 


<jv' 


F 


1    V  • 


(>. 


c 


.3 


(uy'c  +  ^'j' pa^*  Y  L 


c 


z[^  +  3  —  zi^z; 


IJALIsriiM  K, 


'>." 
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C 


9 


:/+(^).Zi' 


g%'  par  -  t.'  +  3  i-  v%  -  3  (^)  \z'^  +  3  (l)  \^-Z', 
fy^  par  +  "—  '-  y  f^î  +  [jj  Z[^  -  ^    (y)  '  v^i 

et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 


—  ,  il  viendra  : 
9 


v'Z': 


U 


vF 


F 


y^z; 


() 


La  première  équation  est  une  équation  de  BernouUi. 
Les  suivantes  sont  linéaires,  Zl^  étant  remplacé  par  sa  valeur 
tirée  de  la  première  supposée  résolue. 

Intégration  de  V équation  en  Z^.  —  Pour  résoudre  Téqua- 
tion 

37"     .      ^'  (  "^^^     '>7^ 

prenons  pour  inconnue  la  quantité  !^  telle  que 


d'où 


Z[  =  vX    ' 


—  —  I 

'2 


Portant  cette  valeur  dans  Téquation,  il  vient  : 


iV^ 


j!_  _L  JL  _l-  -— 

^  '^  V  ~^    F    ~  v¥' 
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L'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  est  : 

Log  ^  v'F'  =  cens  t. 


on 

G 


V 


Pour  déterminer  la  constante  G,  on  écrira 

dC       1  1 


dv    VF'         v¥' 

d'où 

G  =  V-  -j-  Gi. 

On  a  donc  : 


y 


''  -^  ^'         et        z;^  =  ^''''' 


^  ~      v'F'  '  ~  v'  +  C, 

Pour  déterminer  la  constante  Gj,  on  part  de  l'équation  : 


1 


V  sin  T  r  cF 

-^^  cv     ,     .  r/sniT 

y 

et  en  développant  par  la  formule  du  binôme,  il  vient  : 

cFv 
^^  r/  sm  ": 

On  a  donc  : 

vF 

Zf 
1  — '• 

SUIT 

VoFo 

et  parsuite,  àPoriiçine  :  (Z[)o  = : . 

n  A  sm  a 

On  aura  donc  : 

VJ  +  C,  =  VJFJ  ^  =  \l  sin^a 

'  0^  0 

d'où 

G,  =  —  VJ  cos^  a  =  —  ni 
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11  Cil  résulte  que 

•      (^'^  -  "D  •' 

el 


■'.=r 


(*'-  —  "3)  -* 
Ainsi  donc,  on  aura  : 

La  scric  (|ui  exprime  v  en  l'onction  de  \\  introduit  donc 
des  fonctions  balistiques  nouvelles  ;  mais  de  même  que  par 
la  méthode  sui^ie  précédemment  (^1  >)  s'introduisaient  des 
fonctions  de  t  et  de  u^,  de  même  les  fonctions  balistiques 
introduites  par  la  méthode  du  colonel  Jacob  renferment 
outre  la  variable  v,  la  constante  U). 

Des  tables  à  double  entrée  seraient  donc  également  né- 
cessaires pour  résoudre  le  problème  balistique  dans  le  cas 
du  tir  courbe  à  faible  ^itesse. 

On  peut  d'ailleurs  passer  des  fornudes  ci-dessus  du  colo- 
nel Jacob  à  celles  (pii  ont  été  établies  précédemment  (H  ijj. 

Kd'i'rcircs.  —  Nous  ne  poursui^rons  pas  plus  loin  le  déve- 
loppement de  cette  intéressante  méthode;  nous  donnerons 
seulement  à  titred'exercices  les  résultais  principaux  obtenus 
|)ar  le  colonel  Jacob. 

i"  Pour  déterminer  le  second  terme,  on  a  l'équation  privée 
(le  second  mend)re 

(pii  se  résout  par  la  formule 


yf 

Ai  >  — 


1,2_m2)^P 
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C>  sera  détermine  par  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  ;  on  écrira  : 


rfC, 


^^  (v^-uDÎF 


v^F' 


V-  —  H- 


ou 


G2=  f\v'  —  uf)^  v^FF'dv, 

»/ '0 


'2°  a-y  désignant  -r-  et  yj.  =  -r-  ,    démontrer  la  formule 


9. 


>../  ) 


fx'^  +  ^^. 


=(y^9yv)-' 


Posant  : 


c\\ 


^4  =  Xi  +  _X,  +  ^-)  X^. 


démontrer  que 


x^= 


uVq  sin  a 


(y-  —  v'I  sin'^  a)2 


xi^^'^S+^'^^  +  fZ; 


i*»  On  a  : 


F^ 


i//:-  -  - 


et  par  suite  : 


C\' 


c.F/;=-z;+^-)  z;+... 


'1°  Si  on  fait  Uy  =  o,  on  se  trouve  dans  le  cas  du  mouve- 
ment vertical  ascendant  ou  descendant.  On  retombe  sur  le 
développement  en  série  indiqué  au  n^  8*2. 

5** Montrer  que  pour  F(  i')=Bni''*,  la  fonction  1     j- 
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est  intégrable  si  n  est  un  nombre  entier  et  qu^elle  ne  dépend 


V 


plus  que  du  rapport 

yy^.  Méthode  de  Siacci.  —  Dans  le  problème  dit 
des  facteurs  ^de  Siacci  ('289),  nous  avons  dit  que  cet  auteur 
avait  considéré  la  série  développée  suivant  les  puissances 
ascendantes  du  coelFicient  balistique,  c'est-à-dire  la  série  du 
tir  courbe  à  faible  vitesse.  Voici  comment  il  conduit  les  cal- 
culs : 

c 
.  L^hodograplie  d(v  cos  t)  =-  vF(v)d'z 

sera  d'abord  écrit  identiquement 

c  c 

d[v  cos  t)-  =  '2  —  i;-F(v)  cos  t  f/':=  —  4>(v)  cos  t  d'z. 

j  j 

Soit  posé  V'=  '}(t)  c'est-à-dire  v  exprimé  en  fonction  de  t. 

Si  nous  supposons  que  '^(t)  est  développée  en  série  de 

c 
Mac-Laurin    suivant  les  puissances  ascendantes  de-^  on 

aura  :  ^ 


V 


c  (d'l\        c^    I     /d'^\>\     .   c'   .  i      fd'^\ 


On  aura  donc  : 
r/cos-T 


c  /d'^\       ,    c-      1    /d''\>  ^     .    _ 


c'      I 


(j\ac/()      (j"  i .i\dc' J Q  ^   (j^  i .'1  .'^  \ dc^ 


/  0 


r/ 


■       ^       c  AM>\     .   c'-    1   (d'^\    , 


COST^T. 


En  identifiant  les    termes  qui   multiplient    les    mêmes 
puissances  de  -,  on  a 


d  cos-  T  '^o('^)  =  <> 


d  cos-  T  (  -r-  )    =  *Po  cos  T  (/-u. 


V. 
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^   ^Wc/o 


cl  COS^  T  (  ^  )    =  -2  (  -7-  ]    COS  T  c/t 

a  COS-  T  [  -7—  =3    — j—    COS  T  ai, 
rtc/o  \dzJo 


La  première  équation  donne  : 

COS-  z  ^o(")  =  const. 


c'cst-à-dirc 


u-  COS-  T  =  Y'I  cos'^  a. 


La  deuxième  donne 


COS 

et  comme 


'(S)„=/'*»(")'=°"''^ 


*„(«)  =  [2t>T(t>)]„  =  2  -4-  F  (  — 

°^  '  ^  ^   ^-^"  COS"^  T       \COS  Zj 

on  trouve 


\dc/o      COS^  Va        \COS  T/COS  X 


c'est-à-dire  en  se  reportant  aux  notations  du  n°  3 14. 

Les   deux  premiers  termes  de   v^  =  ^(z)  seront   donc 
«^  =  uJ+'-^y«5[i(x)-Ç(a)]. 

ce  qui  est  bien  l'équation  du  n°  ;^i4. 

c- 
Exercices.  —  i  °  Trouver  le  terme  en  — 

•jf.^  Trouver  par  cette  même  méthode  les  développements 
de  /,  ''et  j. 
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!!',.  Exercices  sur  l'angle  de  portée  maxi- 
mum. —  1°  Lf.  calriil  luimmquc  nionli'P  que  la  valeur 
pour  liiquclle  e  s'.innule  (1*a)  («t  1res  voisine  de  J.'iJ^a,.. 
soit  -A  -\-  y-i.  Elle  csl  piMbablomciil  sgalc  i  ce  nombre  sans 
cjii'il  en  ail.  été  donné  encore  de  démonslration  rifçoureuae. 

■j."  Démontrer  que  i  ne  devient  jamais  négatif  puur  des 
valeun  de  ii  supérieures  li  *  -f~  V  ^-  ^'■*  P°^^ 

K.  =  (,■  +  ,, -4)5.-.»^ 
et  ondcmonlrc  que  K"^"  —  Kq  est  posili^" pour  des  vnleiii^ 
do  «  >  4 .  D'antre  part,  entre  a  +v/a  et  /,  ^-l^a,  on  démonlfe 
le  môme  tWortmc  en  dérivant  K„  par  rapport  à  n.  On  a 

k;  =  f..,,  +  ,,5. +  (,,'  +  a-i)5,;-(,+„T,o„,,i/?=i 

,h        ,ln,l  c»-'  -      J  co."'T  •  "  "■  ■ 

=  ~f.WI,05,»,-j5.(-)l5-* 
(Siacci). 

'3"  Théorèmes  du  colonel  Aslinr.  —  Les  propriétés  établies 
dans  ce  chapitre  sur  l'angle  de  portée  maximum  dans  le 
casd'unerésistanceiTiQntmentpctitedclurormeF(i')^B„t'", 
constituent  i  peu  près  tout  ce  qu'on  connaît  aetueUement 
de  l'igonreuï  sur  !e  pinbli'mc  du  niaximum  de  portée. 

Le  colonel  Aslier'  a  l'ail  paraître  une  intéresBanle  étude 
sur  la  question.  Il  a  cliercbé  ii  distin^^upr  les  cas  où  l'snffle 

de  portée  maximum  est  plua  prand  on  moins  grand  que  —  ; 

mais  sa  démonstration  suppose  implicitement  que  la  r&ia- 
tanco  de  l'air  est  très  petite  et  que  l'angle  cherché  est  ti*8 

voisin  dey.  Cela  revient  doue  aux  Lhéoi-ènies  déinonlrés  ici. 

ai  reArtilleric,  lomo  IX,   1877,  p.  Jil. 
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Dans  une  autre  partie  du  travail,  le  colonel  recherche 
les  conditions  nécessaires  pour  que  l'angle  de  portée  maxi- 
mum aui  soit  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tanglc  de  pro- 
jection À  auquel  correspond  un  angle  de  chute  (  —  —  a  j .  Pre- 
nant la  trajectoire  en  coordonnées  obliques  (9'|)  sous  la 
forme 


il  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

•in 


à)  Selon  que  -f^  est  positif,  nul  ou  négatif,  l'angle  de 

portée  maximum  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  1. 

6)  Selon  que  l'exposant  n  sur  toute  l'étendue  de  la  fonc- 
tion F(ï')  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  l'unité,  l'angle 
de  portée  maximum  a^  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  a. 

Ces  deux  théorèmes  ne  comportent  pas  la  restriction  rela- 
tive à  la  résistance  infiniment  petite  ;  ils  sont  vrais  dans 
tous  les  cas. 
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ii3j.  «  Le  iierlcclioniieineat  des  ressources  Ihéoriqnes 
H  n'csl  pas,  pour  l'artiJlcur,  un  kixe  infertile  ;  mais  c'est 
ir  le  moyen  ie  pins  sûr  el  le  plus  simple  de  limiter  le 
«  cercle  des  coûteuses  recherches  empiriques  et  parla 
«  d'èpargnpi'  beaucoup  de  leuips  el  d'argent ,  a  Général 
Ollo.  1845. 

Mais  n'a-l-oii  poînl,  duns  ce  livre,  eu  tendance  à  subs- 
titiierà  ce  luse  nécessaire,  la  pi-olixo  et  inféconde  prodi- 
galité d'une  analyse  purement  théorique,  dont  la  Balis- 
lique  ne  serait  que  le  iiréle>Lle  et  qui  planerait  très  haut 
au-dessus  de  toutes  les  applications  pratiques,  utiles  à 
rarlilleiir. 

Il  n'en  est  rien;  non»  nous  si.iniuiea  toujours  tenu 
Irf's  près  des  applications  protiques  et  journalières.  La 
Balistique  el  nifme  l'iVrlillerie  tout  entière,  dont  l'his- 
toire est  liée  directement  à  celle  de»  principes  de  la  Méca- 
nique rationnelle,  a  toujours  conservé  avec  la  piu-e  théo- 
rie un  contact  des  plus  intimes,  qui  en  l'ait  en  quelque 
sorte  une  science  privik'giiSe  parmi  les  autres  sciences 
appliquées.  Ln  livre  sur  la  balistique  Extérieure  n'est 
qu'un  cliapitrc  entièrement  développé  d'un  Irnilé  de 
j  Mécanique  rationnelle. 
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D'ailleurs,  un  critérium  certain  de  l'utilité  et  de  l'in- 
térêt des  recherches  théoriques  dans  une  science  appliquée 
quelconque  est  le  nombre  de  tables  numériques  qui  ont 
été  calculées  et  qui  sont  en  usage  chez  les  praticiens  pour 
les  applications  journalières.  Or,  à  chacune  des  théories 
développées  dans  le  présent  livre,  correspondent  un 
très  grand  nombre  de  tables  numériques  \  dont  la  liste 
totale  occuperait  plusieurs  pages. 

Dans  ce  livre,  nous  avons  cherché  à  présenter  un 
tableau  complet  et  ordonné  des  solutions  actuelles  du 
«  problème  balistique  principal  »  ;  nous  avons  essayé 
de  ne  rien  omettre  de  réellement  intéressant,  rigoureux 
et  général,  parmi  les  travaux  des  excellents  géomètres 
et  des  savants  officiers  qui  ont  uni  leurs  efforts  pour  la 
solution  du  problème  balistique.  Nous  avons  pu  réu- 
nir par  la  trame  serrée  d'une  division  logique,  toutes 
les  théories  jusqu'ici  éparses,  indépendantes  et  d'appa- 
rence parfois  contradictoires. 

Une  première  partie  de  l'ouvrage  contient  l'étude 
détaillée  des  cas-limites  facilement  intégrables  et  celle, 
si  importante,  des  propriétés  générales  des  trajectoires; 
nous  avons  poussé  celte  discussion  plus  loin  qu'il 
n'avait  été  fait  jusqu'ici  et  nous  avons  donné  quelques 
théorèmes  nouveaux  sur  la  forme  de  l'hodographe,  les 
variations  de  la  vitesse  sur  la  trajectoire,  les  propriétés 
do  cette  courbe,  etc. 

Dans  la  deuxième  partie^  une  méthode  générale  qui 
consiste  essentiellement  dans  la  reconnaissance  et  la 
distinction  des  diverses  séries  balistiques,  nous  a  permis 

'  On  trouvera  la  plupart  de  ces  tables  numériques,  soit  dans  la  Balis- 
li<l ne  expérimentale  du  lieutenant-colonel  Vallier,  Paris,  1896,  soit  dans  notro 
Traité  de  Balistique  Extérieure,  Paris,  1904. 
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de  saisir  la  véritable  nature  des  trajectoires  de  Didion  et 
de.  Siacci,  de  leur  donner  leur  extension  naturelle  et  de 
compléter  en  les  rectifiant  les  travaux  du  savant  artil- 
leur italien. 

Plusieurs  des  séries  balistiques,  les  plus  différentes 
comme  hypothèses  initiales,  admettent  cependant  des 
premiers  termes  presque  identiques.  INous  avons  réussi 
à  en  faire  la  distinction  et  la  classification  générale. 

Nous  avons  pu  ensuite  faire  pénétrer  dans  tous  les 
chapitres  de  la  Balistique,  l'idi^e  fondamentale  de  la 
conservation  de  la  fonction  F(r)  ;  la  science  acquiert 
ainsi  le  plus  haut  degré  possible  de  généralité.  Au  point 
de  \ue  des  applications  pratiques,  les  séries  qui  repré- 
sentent la  solution,  admettront  le  même  caractère  de 
générahté  et,  il  suffira  de  calculer  d'avance,  avec  la  fonc- 
tion F(t')  qu'on  aura  choisie,  les  tables  numériques  des 
premiers,  deuxième,  troisième  termes,  etc.,  pour  pou- 
voir en  faire  l'application  aux  problèmes  de  tir  usuels. 

I']n  ajoutant  que  la  Commission  de  Gàvre a  adopté,  pour 
lo  service  journalier  de  ses  expériences  et  l'établis- 
sement des  tables  de  tu*  des  canons  de  la  marine,  les 
méthodes  exposées  dans  ce  livre,  nous  n'aurons  plus, 
croyons-nous,  à  justifier  l'intérêt  pratique  de  la  très 
belle  science  théorique,  qu'est  la  Balistique  Extérieure 
Bationnellc. 
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